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Ma gratitude va également à messieurs les professeurs Gilles Cassier, Mostafa
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Introduction

Le terme « Problème des moments » apparait à la fin du XIXième siècle dans
deux articles de T. Stieltjes (1894 et 1895) 1 : « We shall give the name moment
problem to the following problem : it is required to find the distribution of positive mass
on the interval [0,∞), given the moments of order k (k = 0, 1, 2, · · ·) of distribution » 2.
Quelques années plus tard, H. Hamburger 3 résolut le problème qui porte maintenant
son nom : trouver une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une mesure
positive telle que l’on ait la représentation intégrale

sk =

∫ +∞

−∞
ukdσ(u), k ≥ 0,

où (sk)k est une suite de réels (ou de complexes) donnée. A cette époque, de nombreuses
avancées sur le problème des moments furent obtenues par différentes méthodes grâce
notemment à P. Nevanlinna, M. Riesz, E. Hellinger et T. Carleman.

A ce problème général se sont gréffées des questions annexes, en imposant des
contraintes supplémentaires sur le support de la mesure positive σ (l’un des problèmes
les plus célébres est peut-être celui de Hausdorff où l’on demande que le support de
la mesure soit inclus dans le compact [0,1]).

Autant le problème sur R est bien connu (tout au moins le problème de l’existence,
pas forcément celui de l’unicité de la mesure de représentation), autant le passage en
plusieurs variables pose de nombreuses interrogations. Le problème majeur est que
tout polynôme positif sur Rn (n ≥ 2) ne peut pas s’écrire comme la somme de carrés

de polynômes (fait connu dès la fin du XIXième siècle et prouvé par Hilbert). Il faut

quand même attendre la seconde moitié du XXième siècle pour avoir des exemples
concrets de ce phénomène (voir [BCR], [Rob], etc.). Pour trouver des informations sur
le problème des moments, on peut se plonger dans plusieurs ouvrages faisant référence
en la matière : [S-T], [Ak-Kr], [Ak], etc. ou par exemple un article de B. Simon : [Si].

Le but de ce travail est d’apporter quelques réponses au problème des moments
multi-dimensionnel ainsi qu’à quelques problèmes connexes comme la représentation
de polynômes positifs sur des fermés ou la sous-normalité (jointe) pour des familles
d’opérateurs. Ces trois problèmes seront traités, dans cet ordre, dans les chapitres I,
II et III.

Dans un premier temps, dans le chapitre I, nous nous intéresserons au problème

1. Recherches sur les fractions continues, Ann. Fac. Sci. Toulouse 8 pp.J1-J122, 1894,
Recherches sur les fractions continues, Ann. Fac. Sci. Toulouse 9 pp.A5-A47, 1895.

2. Distribution de masse positive sur [0,∞) signifie fonction non décroissante σ (définie sur l’en-
semble des u ≥ 0) telle que pour tout α ≥ 0 et β > α, σ(β)− σ(α) représente la masse de l’intervalle
[α, β).

3. Über eine Erweiterung des Stieltjesschen Momentenproblems, Math. Ann., 81, 235-319 (1920)
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des moments sur un compact, c’est à dire que l’on imposera que le support de la mesure
soit inclus dans un compact choisi K. Ce problème est souvent appelé K-problème des
moments. Le premier à résoudre cette question est G. Cassier pour des compacts
d’intérieur non-vide : l’idée est basée sur l’introduction de polynômes de la forme
pα(1 − p)β comme dans la résolution du problème de Hausdorff (voir [Cas2]). En
1998 dans [Vas2], F.-H. Vasilescu donne une condition plus explicite pour le cas des
compacts semi-algébriques :

Théorème [Vas2] : Soit (p1, · · · , pm) un m-uplet de polynômes de tel que ∩m
i=1p

−1
i (R+)

soit un compact K de Rn. Sans perte de généralité, on peut supposer que supK(pi) ≤ 1.
On demande également que les (pi)i engendrent R[X] en tant qu’algèbre. Alors, γ =
(γα)α∈Zn

+
(γ0 > 0) est une suite de moments sur K si et seulement si la forme linéaire

associée (donnée par tα → γα) est positive sur l’ensemble :

pk1
1 · · · pkm

m (1− p1)
l1 · · · (1− pm)lm , ki, lj ≥ 0.

Grâce à une remarque liant la géométrie du compact K à la positivité des po-
lynômes, nous généralisons les résultats de [Cas2] et [Vas2] au cas des compacts arbi-
traires et on obtient une caractérisation explicite des suites de moments sur un compact
arbitraire K. Cette caractérisation est obtenue au théorème 1.1.7 (et nous généralisons
des résultats connus auparavant uniquement pour les compacts convexes, non vide
ou semi-algébriques). Les résultats ainsi énoncés dans le cas réel s’appliquent au cas
complexe grâce à des méthodes de complexification (voir par exemple [Pu], [St-Sz5]).
Cette partie a fait l’objet d’une note parue aux Comptes Rendus de l’Académie des
Sciences de Paris en 2000 (voir [De2]).

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous immergeons l’algèbre des polynômes
dans des algèbres de fractions rationnelles pour donner des réponses aux problèmes
des moments non bornés (comme celui de Stieltjes et de Hamburger, dans le
cas multi-dimensionnel) en utilisant des méthodes parues en 1999 dans un article de
M. Putinar et F.-H. Vasilescu ([Pu-Vas2]), méthodes basées sur la construction
d’une famille normale d’opérateurs. L’idée de plonger l’algèbre des polynômes dans
une algèbre plus grande est récente. Elle apparâıt ainsi dans une note au C.R.A.S. en
1991 (voir [Gi-Se]). La différence majeure, dans notre cas, est que nous n’obtenons pas
directement la famille normale. Le fait de généraliser les résultats de [Pu-Vas2] nous
permettra de donner, dans la suite, des résultats de sous-normalité pour des multi-
opérateurs non nécessairement bornés. La méthode est basée sur une construction
classique de I.M. Gelfand et M.A. Naimark. Si nous notons par S2 le cône positif
engendré par les carrés des polynômes, nous obtenons le résultat suivant (voir aussi le
théorème 2.5 de [Pu-Vas2], qui se retrouve avec I1 = [1, n] ∩ Z+) :

1.2.5 Théorème : Soit (p1, · · · , pm) un m-uplet de polynômes de S2 ⊂ Rn[X], sans
aucun zéro dans Rn, de la forme :

pj(t) = 1 +
∑
k∈Ij

t2k +
∑
l∈Lj

rj,l(t)
2,
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avec I1 ∪ · · · ∪ Im = [1, n] ∩ Z+. Soit φ une forme linéaire positive semi-définie sur
Rθ telle que les formes {φ(rj,l∗)}(j,l)∈{1,···,m}×Lj

le soient également. Alors φ admet une
unique mesure de représentation µ, dont le support est inclus dans ∩(j,l)∈{1,···,m}×Lj

r−1
j,l (R+).

La réciproque est également vraie.

De ce théorème, nous en déduisons une caractérisation des suites de moments
grâce à la forme linéaire associée sur les polynômes. On donne ensuite une version
opératorielle du problème des moments sur des ensembles semi-algébriques non nécessairement
bornés. Ceci nous permet également de donner des conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’une multi-suite d’opérateurs auto-adjoints admette une mesure de
représentation positive opératorielle. Nous pouvons noter que cela donne, en parti-
culier, des résultats au problème (multi-dimensionnel et opératoriel) de Hamburger,
de Stieltjes, de Hausdorff, etc.

Pour achever ce chapitre, nous donnons quelques éléments sur la détermination de
suites doubles (xα,β)α,β de moments par rapport à la famille de fonctions tα(1 + t2)−β.
Nous obtenons en particulier des transpositions de résultats de B. Fuglede (voir
[Fu2], en 1983) ainsi qu’un pendant à la fonction majorante de Hall-Mergelyan pour
notre famille (voir [Be], [Koo], etc.).

Dans le deuxième chapitre de ce travail, nous essayerons de donner des représentations
de polynômes positifs sur des fermés non nécessairement bornés. Comme dans le cha-
pitre précédent, nous nous intéresserons, dans un premier temps, au cas des compacts
arbitraires. Nous commençons par généraliser des résultats de [Cas2] et [Vas2] au cas
des compacts arbitraires grâce à une suite dénombrable de polynômes comme dans le
cas du théorème 1.1.7. Puis, nous cherchons une représentation en termes de carrés de
polynômes comme dans un article de M. Putinar paru en 1993 (voir [Pu2]), où le
cas des compacts semi-algébriques a été traité :

Théorème [Pu2] : Soit K un compact semi-algébrique de Rn. Soit (p1, · · · , pm) une
famille de polynômes telle que K = ∩ip

−1
i (R+). Tout polynôme strictement positif sur

K est dans le cône positif S2
K + p∞S2.

(où on a S2
K = S2 + p1S2 + · · ·+ pmS2 et p∞ est un polynôme du type de ceux qui

apparaissent dans [Cas2] et qui est en particulier strictement positif sur K.)

Nous prouvons, en fait, que ce théorème peut s’étendre au cas des compacts arbi-
traires quitte à choisir une famille infinie de polynômes.

Enfin dans la section II-2, nous nous intéresserons au cas de polynômes positifs sur
des fermés quelconques de Rn. En accord avec un théorème de E. Artin répondant au
17ième problème de Hilbert (tout polynôme positif sur Rn s’écrit comme somme de
carrés de fractions rationnelles), nous utilisons une algèbre de fractions rationnelles Aθ

avec des dénominateurs particuliers de la forme θ−β(t) avec β ∈ Zn
+ et θi(t) = (1+t2i )

−1.
Alors, en utilisant des résultats de [Pu-Vas2], on obtient le théorème suivant (ainsi
que quelques résultats annexes, voir par exemple le théorème 2.2.13 ou la proposition
2.2.15 ; voir aussi le théorème 4.2 de [Pu-Vas2]) pour des polynômes de multi-degrés
pairs :
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2.2.11 Théorème : Soit (P1, · · · , Pk) un k-uplet de polynômes de multi-degrés pairs
2D1, · · · , 2Dk respectivement. Supposons que P soit un polynôme strictement positif sur
∩k

i=1P
−1
i (R+) \ {0}, de multi-degré 2D. Si P̃1, · · · , P̃k, P̃ sont les polynômes associés à

P1, · · · , Pk et P, et si ce dernier vérifie P̃ (t) > 0 pour tout t dans H∩∩k
i=1P̃i

−1
(R+) (où

H est défini au théorème 2.2.7) alors il existe un multi-indice positif M et un nombre
fini de polynômes à coefficients réels notés {ql}l∈L et {qi,l}i∈{1,···,k},l∈L′ tel que :

P (t) = θ(t)2M(
∑
l∈L

q2
l (t) +

k∑
i=1

∑
l∈L′

Pi(t)q
2
i,l(t)), t ∈ Rn,M ∈ Zn

+.

(ici les P̃ sont des polynômes associés au P qui se calculent de façon simple et
explicite)

Pour le cas général (des polynômes de multi-degrés quelconques), nous sommes
obligé d’introduire des fractions irrationnelles avec des dénominateurs de la forme
δ−β(t) = θ−β/2(t). nous obtenons alors une représentation un peu plus compliquée de
la forme (où les P̂ sont à nouveau des polynômes associés aux polynômes P, en fait
ce sont leurs homogénéisations en chacune de leurs variables ; voir aussi le théorème
4.5 de [Pu-Vas2]) :

2.2.22 Théorème : Soit (P1, · · · , Pk) un k-uplet de polynômes de degrés arbitraires
et soit P un polynôme strictement positif sur ∩k

i=1P
−1
i (R+)\{0}. Soient P̂1, · · · , P̂k, P̂

leurs polynômes homogènes (en chaque variable) associés respectivement. On suppose

que l’on a P̂ (x) > 0 pour tout x non nul dans G∩∩k
i=1P̂i

−1
(R+) (où G est défini dans

le théorème 2.2.19).
Alors, il existe un multi-indice positif M = (m1, · · · ,mn) et un nombre fini de po-
lynômes à coefficients réels {ql, qj,l, ri,l, ri,j,l}, l ∈ L, i ∈ {1, · · · , k}, j ∈ {1, · · · , n} tels

que l’on ait
√

1 + t21

m1

· · ·
√

1 + t2n
mn
P (t) qui s’écrive :

∑
l∈L

q2
l (t,∆(t)) +

∑
(ε1,···,εn)∈{0,1}n

n∏
j=1

(1 + t2j)
εj/2

∑
l∈L

q2
j,l(t,∆(t))

+
k∑

i=1

Pi(t)
∑
l∈L

r2
i,l(t,∆(t)) +

k∑
i=1

Pi(t)
∑

(ε1,···,εn)∈{0,1}n

n∏
j=1

(1 + t2j)
εj/2

∑
l∈L

r2
i,j,l(t,∆(t)),

pour tout t ∈ Rn.

Les deux premières sections de ce chapitre ont fait l’objet de deux articles, l’un
paru en 2000 dans Journal of mathematical analysis and applications (voir [De]) et
l’autre à parâıtre dans la revue Positivity (voir [De3]).

Pour achever ce chapitre, nous décrivons complétement les formes linéaires semi-
définies positives sur l’algèbre Aθ en termes de « moments avec limite » (voir le
théorème 2.3.3). De cette décomposition, nous en déduisons une réponse au problème
tronqué multi-dimensionnel et nous généralisons un résultat de M. Riesz.
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Dans la troisième partie de cette thèse, nous nous occuperons de la sous-normalité
pour des multi-opérateurs. Dans un bref premier paragraphe, nous nous intéresserons
au cas de multi-opérateurs bornés. Dans le cas borné, plusieurs critères de sous-
normalité existent déjà. Pour un seul opérateur, on peut citer ceux de Halmos-Bram
(1950-1955, voir [Hal] et [Br]) ou de M. Embry (1973, voir [Emb]). Ces résultats ont
été généralisés par T. Itô (1958, voir [It]) et A. Lubin (1979, voir [Lub3]) dans le cas
de familles d’opérateurs. Notre but sera de généraliser des résultats de A. Lubin (voir
[Lub3]) et de F.-H. Vasilescu (voir [Vas2]). De plus, nous obtenons également une
version multi-opératorielle de la caractérisation de sous-normalité de A. Athavale
parue en 1988 dans [At] (voir Théorème 3.1.4) :

Théorème [At] : Soit S un opérateur borné sur un espace de Hilbert séparable H.
La famille (I, S, S2, · · · , Sp) est mutuellement hyponormale pour tout indice vérifiant
p ≥ 1 si et seulement si S est sous-normal.

Mais le coeur de ce chapitre (et pour moitié dans cette thèse) est l’étude de la
sous-normalité (jointe) dans le cas des multi-opérateurs non nécessairement bornés.

Nous commençons par donner une notion de sous-normalité formelle pour des
multi-opérateurs commutatifs. Puis nous caractérisons les opérateurs à domaine dense
commun et invariant ayant cette propriété grâce en particulier au critère de positi-
vité de Itô : voir la proposition 3.2.2. Cette caractérisation est une généralisation du
critère de A. Athavale cité plus haut au cas des multi-opérateurs non-bornés. En-
suite, nous prouvons quelques résultats sur des extensions d’opérateurs commutants
avec des opérateurs sous-normaux non bornés en utilisant des méthodes classiques.

Enfin, dans la section 3 de ce chapitre, nous donnons plusieurs critères de sous-
normalité pour des multi-opérateurs ayant un sous-espace dense invariant. Le premier
utilise des idées de F.-H. Vasilescu ainsi que les généralisations sur le problème des
moments que nous avons prouvées dans le premier chapitre :

3.3.2 Théorème : Soit T = (T1, · · · , Tn) un multi-opérateur non nécessairement
borné et soit D ⊂ D(T1) ∩ · · · ∩ D(Tn) un sous-espace vectoriel, dense dans H et
invariant par T1, · · · , Tn. Il existe un espace de Hilbert K contenant H et un multi-
opérateur normal N = (N1, · · · , Nn) défini dans K tels que l’on ait D ⊂ D(N1)∩ · · · ∩
D(Nn) et Tjx = Njx pour tout élément x dans D et pour tout j dans {1, · · · , n} si
et seulement si il existe une 3n-suite Θ = (Θα,β,δ)α,β,δ∈Zn

+
de formes sesquilinéaires

définies sur D ×D vérifiant les cinq propriétés suivantes :

(1) Θ0,0,0(∗, ∗) = 〈∗, ∗〉|D×D.
(2) Θ0,ej ,0(x, y) = 〈T ejx, y〉 pour tout (x, y) ∈ D ×D et pour tout j ∈ {1, · · · , n}.
(3) Θej ,ej ,0(x, x) = Θej ,0,0(T

ejx, x) = ||T ejx||2, j ∈ {1, · · · , n}, x ∈ D.
(4) Θα,β,δ = Θα,β,δ+ej

+ Θα+ej ,β+ej ,δ+ej
pour tout α, β, δ ∈ Zn

+ et pour tout
j ∈ {1, · · · , n}.

(5) Θ est de type positive.

Parmi les autres critères, on peut citer une généralisation d’un résultat de J. Stochel
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et F.H. Szafraniec (voir [St-Sz2] en 1989) au cas de plusieurs variables (en utilisant
leurs méthodes) :

Théorème [St-Sz2] : Soit S un multi-opérateur à domaine dense inclus dans un
espace de Hilbert H tel que S(D(S)) ⊂ D(S). Alors, l’opérateur S est sous-normal
si et seulement si on a l’implication suivante :

Si {ap,q
i,j } est une famille finie de nombres complexes,

(i)
∑
i,j≥0

∑
p,q≥0

ap,q
i,j λi λj z

q zp ≥ 0, ∀λi ∈ C, ∀z ∈ C,

implique l’inégalité

(ii)
∑
i,j≥0

∑
p,q≥0

∑
k,l≥0

ap,q
i,j 〈Sk+pfj,l, S

l+qfi,k〉 ≥ 0,

où {fi,k} est une famille finie d’éléments dans D(S).

De ces critères théoriques, nous pouvons obtenir plusieurs résultats qui étaient déjà
connus pour un seul opérateur. Par exemple, si chaque composante est une bijection
sur un sous-espace dense et si le multi-opérateur est sous-normal, la famille formée par
les inverses de ces opérateurs est encore sous-normale (voir le corollaire 3.3.5). Pour
un seul opérateur, ce résultat a été prouvé par J. Stochel et F.H. Szafraniec en
1989 dans [St-Sz2]. Pour terminer cette section, nous donnons plusieurs résultats sur
la juxtaposition de familles d’opérateurs sous-normaux ainsi que sur des opérateurs
ayant des domaines formés par des vecteurs analytiques (dans ce dernier cas, on essaie
de retrouver des résultats de [St-Sz2] pour le cas de familles d’opérateurs.).

Toute la section 4 de ce chapitre sera dédiée aux multi-shifts (unilatéraux ou bi-
latéraux) à poids non nécessairement bornés. Nous utilisons les critères précédents pour
obtenir des conditions de sous-normalité pour ces opérateurs. C. Berger énonce le
résultat suivant (voir [Lam]) :

Théorème (C. Berger) : Soit S un shift à poids avec comme suite de poids (αn)n.
Alors, l’opérateur S est sous-normal si et seulement si il existe une mesure de proba-
bilité sur un intervalle [0, a] tel que, pour tout n :

||Sne0||2 =

∫ √
a

0

tndµ(t),

où a = ||S||.

Ce résultat est généralisé en 1977 par A. Lubin, dans [Lub], au cas des multi-
shifts continus et commutatifs. En 1989, J. Stochel et F.H. Szafraniec prouvent
le même résultat pour un multi-shift à poids non borné (en intégrant sur [0,+∞[).
Le théorème 3.4.3, nous montre (par des méthodes complétement différentes) que ce
résultat est encore valable pour des multi-shifts à poids non nécessairement bornés
et commutatifs. On obtient en particulier la sous-normalité de l’opérateur de création
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en plusieurs variables. On obtient également des résultats similaires pour des shifts
bilatéraux dans le théorème 3.4.9. Et comme corollaire plus compréhensif de prime
abord, on a :

3.4.10 Corollaire : Soit H un espace de Hilbert séparable et soit (ξi1,···,im)i1,···,im∈Z
une base orthonormale de H. Soit aussi S un multi-shift à poids bilatéral permutable
non nécessairement borné défini sur V ect(ξi1,···,im). Alors S est (jointement) sous-
normal si et seulement si il existe une multi-suite de mesures positives à support dans
Rm

+ avec des moments à tous les ordres telles que les deux conditions suivantes soient
vérifiées :

(i) ||S−2K+P ξ0||2 =

∫
Rm

+

tPdµK(t), ∀P ≥ 0.

(ii)

∫
Rm

+

tP+2(K′−K)

(1 + t)β
dµK′(t) =

∫
Rm

+

tP

(1 + t)β
dµK(t), pour chaque K et K ′ vérifiant

P + 2(K ′ −K) ≥ 0 et P ≥ 0.

Ensuite, nous utilisons nos critères de sous-normalité jointe ainsi que des méthodes
de [St-Sz4] (basées sur les produits de Schur de multi-suites de moments de Stieltjes)
pour donner des méthodes afin de construire un grand nombre d’exemples de multi-
opérateurs non bornés sous-normaux (voi aussi [St-Sz4]) :

3.4.18 Théorème : Soient R et S deux multi-shifts à poids sous-normaux vérifiant la
condition (�). Soit T un multi-shift à poids commutatif et sous-normal. Alors pour tout
multi-indice β ≥ 0, les multi-opérateurs R(∗β)S(β)T et TR(∗β)S(β) sont sous-normaux.

Enfin, nous terminons ce travail par quelques discussions sur la notion de minimalité
pour ces multi-opérateurs non bornés. On donne la notion de minimalité de type
spectral et de type cyclique, en accord avec les définitions données dans [St-Sz3] pour un
seul opérateur. Ensuite, nous cherchons à relier le spectre de ces extensions minimales
avec le spectre du multi-opérateur sous-normal. Pour ce faire, on utilise le spectre de
Dash (noté SpD) pour prouver (voir aussi [D], [C-T]) :

3.5.14 Théorème : Soit S un multi-opérateur sous-normal tel que ∩m
i=1D(Si) soit

dense dans H. Soit N une extension normale de S. Si NS est l’extension (S,N)-
minimale, nous avons :

SpD(NS) ⊂ SpD(S).

Nous démontrons également que, pour un couple normal formé d’opérateurs non
nécessairement bornés, le spectre joint de Taylor et de Dash cöıncident :

3.5.20 Corollaire : Soit N = (N1, N2) un bi-opérateur normal tel que ∩2
i=1D(Ni)

soit dense dans H et invariant par les Ni. Alors, on a les égalités suivantes :

σ′π(N) = σπ(N) = SpD(N) = σC(N).
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Ce corollaire est une extension du théorème 2 de M. Cho et M. Takaguchi (voir
[C-T], voir également [S-Z]) où l’on montre dans le cas de multi-opérateurs normaux
bornés que le spectre joint de Dash et le spectre joint de Taylor sont les mêmes. Nous
utilisons des méthodes différentes puisqu’ici nous traitons le cas non-borné.
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Chapitre I

Problème multi-dimensionnel des
moments

La difficulté essentielle que l’on rencontre en essayant de résoudre le problème
des moments dans le cas de plusieurs variables vient, en particulier, du fait que l’on
ne peut pas représenter tout polynôme positif comme une somme de carrés de po-
lynômes (voir le lemme 3.1 page 190 dans [BCR], voir également le chapitre II de
[BoCoRo] pour des exemples classiques). On peut pourtant donner une solution dans
le cas où l’on impose que le support de la mesure à déterminer soit inclus dans un
compact K. Plusieurs contributions donnent des résultats pour des compacts parti-
culiers : G. Cassier, dans [Cas2] résout le problème dans le cas où le compact est
d’intérieur non vide (il s’est également occupé des compacts convexes dans [Cas]), puis
K. Schmüdgen et F.-H. Vasilescu, dans respectivement [Sch2] et [Vas2], donnent
une solution dans le cas de compacts semi-algébriques (voir aussi [Pu-Vas] pour une
approche différente).

Partie I.1 Problème sur un compact arbitraire

Notre but, ici, est d’adapter des méthodes utilisées par Gilles Cassier (dans
[Cas2]) et Florian-Horia Vasilescu (dans [Vas2]) afin de donner une condition
explicite, en termes de positivité, pour qu’une suite soit ou non une suite de moments
sur un compact arbitraire K. Cette partie a fait l’objet d’une note parue aux Comptes
Rendus de l’Académie des Sciences de Paris en 2000 (voir [De2]). Par commodité pour
les lecteurs, nous donnerons tous les détails des démonstrations même lorsqu’elles ne
sont que des généralisations simples des résultats des deux auteurs cités précédemment.

1.1.1 Préliminaires :
Soit K un compact arbitraire de Rn. On notera pour toute fonction f continue sur cet
ensemble K :

(1.1.1) ||f ||K,∞ = sup
t∈K

|f(t)|.

Soit P(K) l’ensemble des restrictions des polynômes au compact K. Enfin, soit P+(K)
l’ensemble des éléments de P(K) qui sont positifs ou nuls sur K. Nous commencerons
par un lemme qui caractérise tous les compacts de Rn, idée dont parle G. Cassier
dans [Cas2]. Ce lemme nous permet de relier la géométrie des compacts à la positivité
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de polynômes et donc, en particulier, au problème des moments. C’est ce qui explique,
d’ailleurs, pourquoi les quatre auteurs précédemment cités utilisaient des compacts
semi-algébriques ou convexes (car tout compact convexe peut s’écrire comme une in-
tersection dénombrable d’images réciproques de polynômes de degré un).

1.1.2 Lemme : Soit K un compact arbitraire de Rn. Il existe alors une suite de
polynômes (Pi)i≥0 (que l’on peut choisir de telle sorte que chacun de leur degré global
soit inférieur ou égal à 2) telle que l’on puisse écrire K sous la forme :

K =
⋂
i≥0

P−1
i (R+).

Démonstration.
Soit Qn l’ensemble des multi-points à coefficients dans Q. Comme Qn est dénombrable,
on écrit sous forme d’une suite (ai)i≥0 l’ensemble des éléments de Qn ∩ Kc (où Kc

représente le complémentaire de K dans Rn). On notera les coordonnées de chaque ai

par (ai,1, · · · , ai,n) ; cette famille est évidemment dense dans Kc qui est ouvert. Soit δi
la distance (usuelle) du point ai à K, on a trivialement l’inégalité δi > 0 car K est, en
particulier, un ensemble fermé. On note alors par Bi = B(ai, δi) la boule de centre ai

et de rayon δi. On définit alors les polynômes Pi par l’égalité suivante :

(1.1.2) Pi(X) = −δ2
i +

n∑
k=1

(Xk − ai,k)
2.

Bien entendu, pour tout entier i positif et pour tout t ∈ K, on a :

Pi(t) = dist(ai, t)
2 − dist(ai, K)2 ≥ 0.

Ceci implique que l’on ait l’inclusion K ⊂ ∩i≥0P
−1
i (R+).

Inversement, supposons que t /∈ K. Si t appartient à Qn, on peut écrire t = xi0

pour un i0 donné positif, et dans ce cas, on obtient que Pi0(t) = −δ2
i0
< 0. Si t ∈

Kc ∩ (Qn)c, on pose ε = dist(t,K) > 0, comme Qn est dense dans Rn, il existe ai tel
que ||ai− t|| ≤ ε/3 (où || ∗ || est la norme euclidienne sur Rn). Donc, pour tout z ∈ K,
on a ||z − t|| ≤ ||ai − z||+ ||ai − t|| et donc on obtient l’inégalité :

||ai − z|| ≥ ||z − t|| − ||ai − t|| ≥ 2ε/3.

Par conséquent, on en déduit que la distance dist(ai, K) vérifie dist(ai, K) ≥ 2ε/3.
Comme ||ai − t|| ≤ ε/3, il s’ensuit que t ∈ Bi et Pi(t) < 0. Et finalement, on a
K =

⋂
i≥0 P

−1
i (R+), ce qui achève la démonstration.

De plus, on peut noter que la famille (Pi)i≥1 engendre, en tant qu’algèbre, l’ensemble
des polynômes, R[X], tout entier (quitte à rajouter le polynôme constant et égal à 1) :
en effet, fixons un entier i0, alors Pi0 − Pj s’écrit :

(1.1.3) (Pi0 − Pj)(X) = 2
∑

1≤k≤n

(aj,k − ai0,k)Xk + δ2
j − δ2

i0
+

∑
1≤k≤n

a2
i0,k − a2

j,k.
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On peut alors, grâce à la densité des (aj)j≥0, trouver des (aj)j « proches » des droites
passant par ai0 et parallèles aux axes. Ceci nous permet de conclure sur le fait que le
déterminant de la matrice [aj,k − ai0,k]1≤j,k≤n est non nul et donc sur le fait que les
(Pi)i≥1 sont bien des générateurs de R[X]. Maintenant, on normalise les polynômes Pi

sur K en posant : {
P̂i = Pi/||Pi||K,∞ si ||Pi||K,∞ > 0

P̂i = Pi si non.

Il faut enfin remarquer que l’égalité suivante est satisfaite :

(1.1.4) K =
⋂
i≥1

P̂−1
i (R+).

Soit γ = (γα)α≥0 une multi-suite de nombres réels. De manière classique, on peut
associer à γ = (γα)α≥0 une forme linéaire Lγ sur l’espace des polynômes en posant :

(1.1.5) Lγ(t
α) = γα, ∀α ∈ Zn

+.

Une première remarque triviale est que si γ est une multi-suite de moments sur K, on
aura Lγ(p) ≥ 0 pour tout p dans P+(K) et Lγ(1) > 0. En effet, dans ce cas, il existe
une mesure positive µ à support inclus dans K telle que l’on ait :

(1.1.6) Lγ(p) =

∫
K

p(t)dµ(t) ≥ 0, ∀p ∈ P+(K).

Etant donné un compact arbitraire K, par le lemme précédent, il existe une suite de
polynômes (Pi)i≥0 de R[X] telle que l’on puisse écrire K sous la forme ∩i≥0P̂

−1
i (R+).

Ces polynômes sont déterminés par K. On définit alors « l’ensemble test » T suivant :

(1.1.7) T =
{ ∏

i∈I,I fini

P̂αi
i (t)[1− P̂i(t)]

βi , αi ≥ 0, βi ≥ 0
}
⊂ P+(K).

Il est clair que si une suite admet une mesure de représentation µ, sa forme linéaire
associée sera positive sur T (voir (1.1.6)). Le but de cette partie est de montrer que
cette condition est également suffisante pour l’existence d’une mesure de représentation
à support dans le compact K donné.

1.1.3 Définition : Soit π(P) l’ensemble des formes linéaires définies sur l’espace des
polynômes, qui valent 1 en 1 et qui sont positives sur l’ensemble test T . De manière
évidente, l’ensemble π(P) est convexe. Nous commencerons par un équivalent au lemme
2.5 de [Vas2] (voir également le lemme 2 de [Cas2]).

1.1.4 Lemme : Pour toute forme linéaire L ∈ π(P) et pour tout polynôme p dans
l’ensemble test T , on a la double inégalité suivante :

0 ≤ L(p) ≤ 1.
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Démonstration.
Soit p un polynôme dans l’ensemble test T . On peut écrire p = p1 · · · pl (l ∈ Z+) où
chaque pi est de la forme P̂i ou 1− P̂i. On peut alors utiliser la formule suivante :

(1.1.8) 1− p = (1− p1) + p1(1− p2) + · · ·+ p1 · · · pl−1(1− pl).

Donc, le polynôme 1− p est dans le cône positif engendré par T . Nous obtenons alors
que L(1− p) ≥ 0, ce qui implique que L(p) ≤ 1. Comme l’autre inégalité est évidente,
ceci achève la démonstration.

Soit C+ le cône positif engendré par les éléments de T . Du lemme précédent, on
peut déduire plusieurs propriétés. Premièrement, si p est dans l’ensemble test, 1 − p
appartient à C+ et donc aussi (1− p)q pour tout q ∈ T . En particulier, toute forme φ,
positive sur l’ensemble test T , est positive sur le cône C+ également et donc :

(1.1.9) φ((1− p)q) ≥ 0, ∀(p, q) ∈ T 2.

Enfin, si on a φ(1) = 0, la forme est identiquement nulle. En effet si p ∈ T , on a
φ(p) ≥ 0 mais aussi φ(1− p) = φ(1)− φ(p) ≥ 0 ; ceci entrâıne l’égalité :

(1.1.10) φ(p) = 0, ∀p ∈ T .

Puis on conclut sur la nullité de φ grâce au fait que T engendre R[X] en tant qu’espace
vectoriel.

De plus, grâce au précédent lemme 1.1.4, on peut identifier π(P) avec un sous-
ensemble de [0; 1]T qui est compact d’après un théorème classique de Tychonoff.
Ceci est possible car l’algèbre engendrée par les éléments de (P̂i)i≥0 dans R[X] est
R[X] tout entier. De plus, ce sous-ensemble de [0; 1]T est fermé : soit L0 un point de
la fermeture de π(P), par passage à la limite, on a L0(p) ≥ 0 pour tout p ∈ T et
L0(1) = 1. De plus, L0 peut s’étendre par linéarité à R[X] tout entier. Donc π(P) est
un compact convexe. De la même manière que dans le lemme 3 de [Cas2] et dans le
lemme 2.7 de [Vas2], on peut également montrer que toute forme extrémale de π(P)
est une forme linéaire multiplicative.

Je tiens, ici, à remercier le Professeur V. Müller dont les remarques m’ont permis
de donner une démonstration plus limpides du corollaire 1.1.5 suivant.

1.1.5 Corollaire : Soit L une forme linéaire extrémale de π(P). Alors L est multi-
plicative sur R[X].

Démonstration.
Soit p un polynôme fixé dans l’ensemble test T . Il suffit de prouver que l’égalité L(pq) =
L(p)L(q) est valable pour tout élément q ∈ T . En effet, l’algèbre des polynômes est
engendrée par les éléments de T . On pose ε = L(p). On sait par le lemme 1.1.4 que ε est
dans [0; 1]. On découpe la démonstration en trois parties suivant les valeurs possibles
de ε.
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ε = 0 : on définit la forme linéaire L0 par L0(q) = L(pq) pour tout q ∈ T ; puis
on la prolonge par linéarité sur R[X] tout entier. Bien évidemment, cette forme est
positive sur T et elle vérifie L0(1) = 0. Par la remarque précédente (voir (1.1.10)), on
en déduit que L0 est la forme identiquement nulle. Donc, on a :

(1.1.11) L(pq) = 0 = L(p)L(q), ∀q ∈ T .

ε = 1 : on utilise le cas précédent. En effet, on définit une forme L0 par L0(q) =
L((1− p)q), pour tout élément q ∈ T . Puis on prolonge par continuité L0 à R[X] tout
entier. On a alors L0(1) = L(1) − L(p) = 1 − 1 = 0 et L0 est positive sur l’ensemble
T (grâce à (1.1.9)). Donc par la même remarque que pour le cas d’avant, on obtient
que la forme L0 est identiquement nulle. Ceci entrâıne que L((1− p)q) = 0 ou ce qui
revient à dire que :

(1.1.12) L(pq) = L(q) = L(p)L(q), ∀q ∈ T .

0 < ε < 1 : on définit deux formes linéaires L1 et L2 sur l’espace des polynômes en
posant :

(1.1.13) L1(q) =
1

ε
L(pq) et L2(q) =

1

1− ε
L((1− p)q), ∀q ∈ T .

Il est très rapide de voir (via (1.1.9)) que ces deux formes sont dans π(P) (et ne sont
donc pas identiquement nulles puisque L1(1) = L2(1) = 1). De plus, on peut remarquer
que l’on a l’égalité :

L = εL1 + (1− ε)L2.

De plus, par notre hypothèse d’extrémalité, on en déduit que L1 = L2. Il suffit à
présent de traduire cette égalité :

L1(q) =
1

L(p)
L(pq) = L2(q) =

1

1− L(p)
L((1− p)q), ∀q ∈ T .

En mettant tout au même dénominateur, on obtient :

L(pq)− L(p)L(pq) = L(p)L(q)− L(p)L(pq), ∀q ∈ T ,

ce qui est bien l’égalité :

L(pq) = L(p)L(q), ∀q ∈ T .

Comme ceci est vrai pour tout p dans l’ensemble test, la multiplicativité est vraie
pour tout couple dans T × T . Puis on obtient la même propriété sur R[X] puisque
tout polynôme est une combinaison linéaire d’éléments de T .

Ce corollaire 1.1.5 nous permet de donner une représentation intégrale pour les
formes linéaires de π(P). Il suffit de suivre les démonstrations données dans [Cas2] et
[Vas2].
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1.1.6 Proposition : Soit L une forme linéaire incluse dans π(P). Alors, il existe
une unique mesure positive µ à support dans K telle que l’on ait :

(1.1.14) L(q) =

∫
K

q(t)dµ(t), pour tout q ∈ P(K).

Démonstration.
Soit L0 ∈ π(P) une forme extrémale ; L0 est multiplicative sur P(K) par le corollaire
1.1.5 et si l’on pose cj = L0(tj), on obtient l’égalité L0(q) = q(c), où c = (c1, · · · , cn) ∈
Rn. Comme L0(q) ∈ [0, 1] pour tout q ∈ T , on a, en particulier, L0(P̂i) = P̂i(c) ≥
0 (en utilisant la multiplicativité de la forme L0). On peut donc affirmer que c ∈
∩i≥0P̂

−1
i (R+) = K. Donc, nous obtenons l’inégalité suivante :

(1.1.15) |L0(q)| = |q(c)| ≤ ||q||∞,K , ∀q ∈ P(K).

Si L ∈ π(P) est de la forme
∑
j∈J

λjLj où les Lj sont des formes extrémales de π(P),

où l’ensemble J est fini et où les nombres (λj)j∈J vérifient 0 ≤ λj ≤ 1 et
∑

j∈J λj = 1,
on a la majoration suivante :

(1.1.16) |L(q)| ≤
∑
j∈J

λj|Lj(q)| ≤
∑
j∈J

λj||q||∞,K = ||q||∞,K , ∀q ∈ P(K).

Comme π(P) est un ensemble compact convexe, on peut donc lui appliquer le théorème
de Krein-Milman. Par conséquent, toute forme linéaire L ∈ π(P) est dans l’adhérence
de l’ensemble convexe engendré par les points extrémaux. Dans notre cas, cela en-
trâıne :

(1.1.17) |L(q)| ≤ ||q||∞,K , ∀L ∈ π(P ), ∀q ∈ P(K).

Grâce au fait que T engendre P(K) qui lui même est dense dans l’ensemble des
fonctions continues par le théorème de Weierstrass, l’inégalité est en fait vraie pour
toute fonction continue sur K. Enfin, par le théorème de représentation de Riesz, nous
obtenons l’existence et l’unicité de la mesure µ positive telle que l’on ait :

(1.1.18) L(q) =

∫
K

q(t)dµ(t), ∀q ∈ P(K).

1.1.7 Théorème : Soit γ = (γα)α≥0 (γ0 > 0) une multi-suite de nombres réels et soit
K un compact arbitraire. Alors γ est une multi-suite de moments pour une mesure
positive µ, unique et à support dans K, si et seulement si la forme linéaire associée
Lγ est positive sur l’ensemble T .

Démonstration.
Le fait que la condition de positivité soit nécessaire est évident. Inversement, on pose
L = 1

γ0
Lγ qui est dans π(P ) et on applique la proposition précédente.
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Dans le théorème précédent, on ne donne comme condition sur le support de la
mesure µ que le fait d’être inclus dans le compact K. Pourtant il est quelquefois plus
pratique de pouvoir restreindre le support de cette mesure à un ensemble encore plus
petit. Comme il est précisé dans [Vas2] pour le cas des compacts semi-algébriques,
on peut, par des conditions de positivité supplémentaires, contrôler le support de la
mesure de représentation µ.

1.1.8 Corollaire : Soient K et T comme dans le théorème 1.1.7 et soit γ = (γα)α≥0

(γ0 > 0) une multi-suite de moments sur K de mesure de représentation µ. S’il existe
des polynômes (rj)j∈J tels que les formes Lγ(rj∗) soient positives pour tout q ∈ T et
pour tout j ∈ J , alors le support de la mesure µ vérifie :

(1.1.19) supp(µ) ⊂ {t ∈ K; rj(t) ≥ 0, ∀j ∈ J}.

Démonstration.
C’est la méthode utilisée dans la démonstration de [Vas2] qui s’applique : on suppose
premièrement que Lγ(rj) > 0. On pose alors γα,j = Lγ(t

αrj), pour tout α ≥ 0. On
a γ0,j = Lγ(rj) > 0 et Lγj

(p) = Lγ(rjp) ≥ 0 pour tout p ∈ T . On applique à cette
nouvelle suite le théorème 1.1.7, pour obtenir une mesure µj vérifiant :

(1.1.20) Lγj
(p) =

∫
K

p(t)dµj(t) = Lγ(rjp) =

∫
K

rj(t)p(t)dµ(t),

pour tout polynôme p. Par densité de ces derniers, pour toute fonction continue f sur
K, on obtient :

(1.1.21)

∫
K

f(t)dµj(t) =

∫
K

f(t)rj(t)dµ(t).

Par unicité de la mesure dans le théorème 1.1.7, on en déduit l’égalité µj = rjµ. Si on
pose Aj = {t ∈ K; rj(t) < 0}, si µ(Aj) était strictement positif, on obtiendrait :

(1.1.22) µj(Aj) =

∫
K

χAj
(t)dµj(t) =

∫
K

χAj
(t)rj(t)dµ(t) < 0,

(où χAj
est la fonction caractéristique associée à l’ensemble borélien Aj) ce qui est

impossible puisque la mesure µj est positive.
Maintenant si Lγ(rj) = 0, on distingue deux cas : on suppose qu’il existe un qj ∈ T

tel que Lγ(rjqj) > 0. Dans ce cas, quite à rajouter une constante C à qj, on peut
supposer que qj(t) > 0, pour tout t ∈ K. En effet, le fait de rajouter une constante C
implique :

Lγ(rj(C + qj)) = C Lγ(rj) + Lγ(rjqj) = Lγ(rjqj) > 0,

ce qui ne change pas l’hypothèse faite. On applique alors ce qui vient d’être fait avec
qj en remarquant que qj(t)rj(t) ≥ 0 est équivalent à rj(t) ≥ 0. Enfin, si Lγ(rjq) = 0
pour tout q ∈ T , on obtient pour toute fonction f continue sur K :

(1.1.23)

∫
K

f(t)rj(t)dµ(t) = 0.
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Ceci revient à dire que rjµ est nulle et donc le support de µ est dans l’ensemble des
zéros de rj, ce qui prouve en particulier notre inclusion.

En fait, on peut donner un second corollaire direct du théorème 1.1.7 où l’on peut
situer le support de µ dans l’image réciproque des zéros de polynômes en utilisant le
dernier cas de la démonstration précédente :

1.1.9 Corollaire : Soient K et T comme dans le théorème 1.1.7 et soit γ = (γα)α≥0

(γ0 > 0) une multi-suite de moments sur K de mesure de représentation µ. S’il existe
des polynômes (rj)j∈J tels que les formes linéaires Lγ(rj∗) soient nulles pour tout q ∈ T
et pour tout j ∈ J , alors le support de la mesure µ vérifie :

(1.1.24) supp(µ) ⊂ {t ∈ K; rj(t) = 0, ∀j ∈ J}.

1.1.10 Remarques :
(1) Évidemment, la construction polynômiale nous donne la solution pour tout

compact, mais sur des cas particuliers simples, il est sans doute plus pratique d’utiliser
d’autres polynômes, par exemple pour les compacts semi-algébriques. Pour de tels
exemples, on peut se référer au travail de F.-H. Vasilescu ([Vas2]) où les cas de la
sphère de Rn et de [0, 1]n, en particulier, ont été traités. Le fait d’utiliser des polynômes
plus appropriés rend la condition de positivité beaucoup plus simple. Mais dans ce cas,
si la famille de polynômes n’engendre pas en tant qu’algèbre R[X], on peut (et on doit)
rajouter des polynômes de degré 1 qui restent positifs sur notre compact K. En effet
dans ce cas là, on rajoute à notre famille les éléments suivants :

Soient ai(K) = ai = inf{ti, t ∈ K} et bi(K) = bi = sup{ti, t ∈ K} pour tout
i = 1, · · · , n. On rajoute les fonctions linéaires :

(1.1.25)


P̂0,i(t) =

ti − ai

bi − ai

si bi 6= ai

= 0 si non.

(2) En fait, on peut remarquer que la méthode s’applique pour toute famille
dénombrable de polynômes (Qi)i≥0 à partir du moment où elle engendre, en tant
qu’algèbre, l’espace des polynômes. Il suffit de construire un ensemble test de la même
manière que dans (1.1.7). Pour chaque compact, il est alors préférable d’utiliser une fa-
mille adéquate, dès que cela est possible. C’est d’ailleurs ce que l’on fait dans l’exemple
qui suit.

1.1.11 Etude d’un exemple :

Pour le cas des compacts semi-algébriques, plusieurs exemples sont cités dans
[Vas2]. En particulier, l’auteur traite le cas du problème de Hausdorff en dimension
n. Afin de ne pas trop compliquer les calculs, nous étudierons un exemple de compact
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non semi-algébrique dans R. Mais, nous donnerons une méthode pour en obtenir en
dimension quelconque. Soit K l’ensemble défini par :

(1.1.26) K = {0} ∪
⋃
i≥1

[ 1

2i
,

1

2i− 1

]
.

Il est évident que K est bien compact. On commence par montrer qu’il n’est pas semi-
algébrique. Pour cela, on raisonne par l’absurde et on écrit K = ∩N

i=1U
−1
i (R+), où les

(Ui)1≤i≤N sont des polynômes. Alors pour tout (j, ε) dans Z+×{0; 1}, il existe un i0 tel
que Ui0((2j + ε)−1) = 0. En effet si ce n’était pas le cas, pour tout i dans {1, · · · , N},
Ui((2j + ε)−1) > 0. En utilisant la continuité des (Ui)i, il existerait un η > 0 tel que

(1.1.27) ∀i ∈ {1, · · · , N}, ∀t ∈ [(2j + ε)−1 − η, (2j + ε)−1 + η], Ui(t) ≥ 0.

On aurait donc B((2j+ε)−1, η) ⊂ K, ce qui contredit le fait que (2j+ε)−1 est un point
de la frontière de K. Donc tous les nombres du type 1/j sont racines d’un nombre fini
de polynômes. Il y a donc forcément l’un d’entre eux qui est nul. En le supprimant
et en réitérant le procédé, on prouve que tous les polynômes (Ui)i sont nuls ; ce qui
signifierait que K = R. Ceci nous donne bien la contradiction. On pourrait prendre la
construction des (Pi)i≥0 comme dans le lemme 1.1.2, mais il est plus facile de prendre
les polynômes suivants pour définir le compactK (voir la remarque précédente 1.1.10) :

(1.1.28)

 P0(t) = t(1− t)

Pj(t) = (t− 1

2j + 1
)(t− 1

2j
),∀j ≥ 1.

Alors, pour définir l’ensemble « test », on a besoin des polynômes suivants (qui s’ob-
tiennent par un simple calcul) :

(1.1.29)



P̂0(t) = 4t(1− t)

1− P̂0(t) = (1− 2t)2

P̂j(t) =
2j + 1

2j − 1
(t− 1

2j + 1
)(t− 1

2j
),∀j ≥ 1

1− P̂j(t) =
2j + 1

2j − 1
(1− t)(t+

4j2 − 2j − 1

2j(2j + 1)
),∀j ≥ 1

On peut vérifier, par exemple, qu’il n’existe pas de mesure positive de représentation
à support dans K pour toute suite commençant par (1, 1, 2, · · ·) puisque l’on a :

L(1,1,2,···)(1− P̂2) =
−10

3
< 0.

Enfin, ce qui a été fait dans le cas d’une seule variable peut être généralisé : il
suffirait de prendre l’origine et des boules fermées de rayons de plus en plus petits
telles qu’il existe une droite passant par l’origine qui coupe une infinité de ces boules
(afin d’être sûr d’avoir un compact qui ne soit pas semi-algébrique).
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1.1.12 Remarque : Nous nous sommes occupés ici du problème des moments sur
un compact de Rn. On aurait pu résoudre le même problème dans Cn. Pour voir
les liens qui existent entre les deux problèmes des moments, on peut se référer à
une note de Mihail Putinar (voir [Pu]) ainsi qu’à un appendice de J. Stochel et
F.H. Szafraniec (voir [St-Sz5] de la page 485 à la fin) sur la complexification du
problème des moments.
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Partie I.2 Problème sur un ensemble semi-algébrique
non-borné

Une réponse au problème des moments en plusieurs variables sur des ensembles non
bornés a été donnée récemment par Mihail Putinar et Florian-H. Vasilescu,
dans un article paru dans Annals of Mathematics en 1999. L’idée utilisée (qui apparâıt
déjà dans une publication du second auteur cité où les problèmes de Hamburger et
de Stieltjes en plusieurs variables sont traités, voir [Vas3]) est de plonger l’algèbre
des polynômes dans une algèbre de fractions rationnelles. Les fractions utilisées sont
celles incluses dans l’ensemble des fonctions du type :

xα

(1 + ||x||2)m
, x ∈ Rn, α ∈ Zn

+, m ∈ Z+,

où ||∗|| est la norme euclidienne classique de Rn. On peut remarquer que l’idée d’utiliser
des fractions pour l’étude du problème des moments multi-dimensionnels apparâıt déjà
dans une note parue en 1991 pour donner une réponse au problème tronqué (voir [Gi-
Se]).

Dans cette section, nous transcrirons les résultats obtenus par M. Putinar et
F.-H. Vasilescu pour le cas d’autres algèbres de fractions rationnelles. L’intérêt de
ce type de généralisation sera de pouvoir utiliser les résultats ainsi obtenus pour donner
des critères de sous-normalité pour des multi-opérateurs non bornés (voir en particulier
la troisième partie de cette thèse).

Soit (p1, · · · , pm) ∈ R[X]m un m-uplet de polynômes en n variables tel que chacun
d’entre eux reste strictement positif sur Rn. On notera par (θ1, · · · , θm) les fonctions
inverses des pj pour tout j = 1, · · · ,m. Enfin, soit Rθ l’algèbre engendrée par les (θj)j

et les éléments de R[X]. Dans cette section, à chaque fois que l’on aura des (n +m)-
uplets α dans Rn+m, on les écrira (α′, α′′) avec α′ dans Rn et α′′ dans Rm. Dans tout
ce qui suit, on notera par S2 l’ensemble des polynômes qui peuvent s’écrire comme
une somme de carrés de polynômes. Comme on travaillera sur des polynômes avec des
nombres différents de variables, afin de simplifier la lecture, nous noterons par Rp[X]
l’ensemble des polynômes en p variables. Enfin, on note par θ la fonction de Rn dans
Rm donnée par :

θ(t) = (θ1(t), · · · , θm(t)), ∀t ∈ Rn.

1.2.1 Lemme : Soit Ψ l’application de Rn+m[t, s] dans Rθ définie par Ψ(q(t, s)) =
q(t, θ(t)) pour tout polynôme q ∈ Rn+m[t, s]. Alors, Ψ est surjective et son noyau est
un idéal Iω engendré par les fonctions suivantes :

(1.2.1) ωj(t, s) = sjpj(t)− 1, j = 1, · · · ,m.
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Démonstration.
Soit r(t, s) un élément du noyau Ker(Ψ) de Ψ. Alors, on a :

r(t, s) = r(t, s)− r(t, θ(t)) =
∑

β∈Zm
+ \{0}

pβ(t)(sβ − θ(t)β)

=
m∑

j=1

(sj − θj(t))rj(t, s, θ(t)),

où les rj sont des polynômes de R2m+n[X]. On pose alors par αk le maximum de
l’ensemble {βk/pβ 6= 0} et on définit le polynôme τ par :

τ(t) =
n∏

j=1

pj(t)
αj .

Dans ce cas, on a de manière claire :

(1.2.2) τ(t)r(t, s) =
m∑

j=1

(sjpj(t)− 1)r
(1)
j (t, s).

Si pour tout j, αj est nul, r(t, s) ne dépend plus que de la variable t et comme
r(t, θ(t)) = 0, il s’ensuit que r est le polynôme identiquement nul. Sinon, il existe
un entier k0 tel que αk0 6= 0. Alors, τ et ωk0 n’ont pas de zéro en commun, on peut
donc trouver des polynômes τ̃ et ω̃k0 tels que :

τ τ̃ + ωk0ω̃k0 = 1.

Ceci revient à écrire que, dans tous les cas, on peut trouver des polynômes (ω̃j)j=1,···,m
tels que l’on ait :

(1.2.3) τ τ̃ +
m∑

j=1

ωjω̃j = 1.

Et donc, nous obtenons que r admet la représentaion rτ τ̃ +
∑

j=1,···,m rωjω̃j ; ceci est
équivalent à écrire, en utilisant (1.2.2) :

(1.2.4) r =
m∑

j=1

ωj

[
rω̃j + r

(1)
j τ̃

]
.

Inversement si r ∈ Iω, r s’écrit sous la forme
∑m

j=1 rjωj et on obtient :

(1.2.5) r(t, θ(t)) =
m∑

j=1

rj(t, θ(t))
[
pj(t)θj(t)− 1

]
= 0.

Donc, on a bien l’égalité Ker(Ψ) = Iω. Comme la surjectivité est évidente, on obtient
bien l’égalité voulue.
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1.2.2 Notation : Dans tout ce qui suit, nous utiliserons un m-uplet (p1, · · · , pm) de
polynômes de S2 ⊂ Rn[X] de la forme :

(1.2.6) pj(t) = 1 +
∑
k∈Ij

t2k +
∑
l∈Lj

rj,l(t)
2,

où l’ensemble Ij est inclus dans {1, · · · , n}, ceci pour tout j = 1, · · · ,m et où les (rj,l)j,l

sont dans Rn[X]. Jusqu’à la fin de cette partie, on notera les pj (j = 1, · · · ,m) sous la
forme :

pj(t) =
∑

K∈Zn
+

aj,Kt
K ,

où les familles (aj,K)K sont finies. Enfin, on notera par (θj)j les fonctions inverses
des (pj)j pour j = 1, · · · ,m. Soit Rθ l’algèbre engendrée par les fonctions (θj)j et les
éléments de Rn[X]. On dira que les ensembles (Ij) (j = 1, · · · ,m) vérifient la condition
(1.2.7) si on a l’égalité :

(1.2.7)
m⋃

j=1

Ij = {1, · · · , n}.

Nous commencerons par rappeler deux lemmes clés, dont nous aurons besoin, sur
des opérateurs symétriques qui possèdent des fermetures canoniques auto-adjointes (cf.
[Nel] et [Pu-Vas2]). Le lemme suivant correspond au lemme 2.2 de [Pu-Vas2].

1.2.3 Lemme (Putinar-Vasilescu 1999) : Soit H un espace de Hilbert séparable.
Soit A un opérateur positif dont le domaine D(A) est dense dans H et tel que l’on ait
A(D(A)) ⊂ D(A). Supposons, de plus, que I +A soit une bijection sur D(A). Alors la
fermeture canonique Ā de A est un opérateur auto-adjoint.

Le lemme suivant correspond à la proposition 2.1 de [Pu-Vas2] (lemme qui généralise
des résultats de [Nel]).

1.2.4 Lemme (Putinar-Vasilescu 1999) : Soient T1, · · · , Tm des opérateurs symétriques
définis sur un espace de Hilbert séparable H. Supposons qu’il existe un sous-espace
vectoriel D dense contenu dans ∩m

j,k=1D(TjTk) tel que les restrictions des opérateurs
T1, · · · , Tm à cet espace commutent. Supposons de plus que l’opérateur (T 2

1 +· · ·+T 2
m)|D

soit essentiellement auto-adjoint, alors il en est de même de chaque Tj et leurs ferme-
tures canoniques respectives T1, · · · , Tm commutent.

Avant de poursuivre, on va rappeler une transformation due à Gelfand et Naimark
sur des formes semi-définies positives (voir [Ge-Na], [Fu2], [Vas3], [Pu-Vas2], etc).

Soit A une algèbre, sur C, de fonctions à valeurs complexes définies sur l’espace
euclidien Rn, vérifiant les propriétés suivantes :

(1.2.8)

{
1 ∈ A,
Si f ∈ A, alors f̄ ∈ A.
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Soit λ une forme linéaire semi-définie positive sur A dans C, c’est à dire qu’elle vérifie :

(1.2.9) λ(ff̄) ≥ 0, ∀f ∈ A.

Si la forme λ n’est pas identiquement nulle, on a nécessairement λ(1) > 0 et on peut
associer à la paire (A, λ) un espace préhilbertien. Pour ce faire, il suffit de poser :

(1.2.10) N =
{
f ∈ A / λ(ff̄) = 0

}
.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, N est un idéal bilatère. Par conséquent, on peut
définir le quotient A/N qui est un A-module. En fait, on peut attacher à ce quotient
A/N un produit scalaire en posant :

(1.2.11) 〈f +N , g +N〉λ = λ(fḡ), ∀(f, g) ∈ A2.

Pour plus de détails, on peut se référer [Du-Schw], [Fu2], etc.

1.2.5 Théorème : Soit (p1, · · · , pm) un m-uplet de polynômes de S2 ⊂ Rn[X] sans
aucun zéro dans Rn de la forme

pj(t) = 1 +
∑
k∈Ij

t2k +
∑
l∈Lj

rj,l(t)
2,

où les ensembles (Ij)j=1,···,m vérifient la condition (1.2.7). Soit φ une forme linéaire po-
sitive semi-définie surRθ telle que les formes {φ(rj,l∗)}(j,l)∈{1,···,m}×Lj

le soient également.
Alors φ admet une unique mesure positive de représentation µ, dont le support est in-
clus dans ∩(j,l)∈{1,···,m}×Lj

r−1
j,l (R+). Bien évidemment, la réciproque est également vraie.

Nous suivons la méthode du théorème 2.5 de [Pu-Vas2]. Nous répétons tous les
détails de la preuve car les variantes utilisées ici par rapport à la démonstration du
théorème de M. Putinar et F.-H. Vasilescu seront utilisées à plusieurs reprises
dans les chapitres suivants. Dans la remarque qui suit, on donne une preuve beaucoup
plus courte et astucieuse qui a été donnée par E. Albrecht.

Démonstration.
On va utiliser la transformation de Gelfand et Naimark. On définit une forme
sesquilinéaire sur l’algèbre Rθ en posant :

(1.2.12) 〈r1, r2〉φ = φ(r1r̄2).

On pose ensuite N = {r ∈ Rθ / φ(rr̄) = 0}. On obtient un produit scalaire sur
Rθ/N et on complète ce dernier ensemble pour obtenir un espace de Hilbert Hφ

qui dépend de notre forme linéaire φ. On définit alors les opérateurs (Aj,l)j,l et Tj sur
Rθ/N correspondant à la multiplication par les polynômes rj,l et tj respectivement,
c’est à dire que :

(1.2.13)


Aj,l(q +N ) = rj,lq +N , ∀q +N ∈ Rθ/N = D(Aj,l)

Tj(q +N ) = tjq +N , ∀q +N ∈ Rθ/N = D(Tj).
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Les opérateurs sont bien définis carN est unRθ-module. Le domaine communD(Aj,l) =
Rθ/N des opérateurs Aj,l est donc dense dans Hφ par construction (de même pour les
Tj). De plus, les opérateurs (Aj,l, Tk)j,k,l forment une famille commutative d’opérateurs
symétriques du fait que les variables utilisées soient réelles :

(1.2.14) 〈Aj,l(g +N ), q +N〉φ = φ(rj,lgq) = 〈g +N , Aj,l(q +N )〉φ,

pour tout couple (g+N , q+N ) dans (Rθ/N )2 (c’est exactement la même égalité qui
s’applique pour les opérateurs Tj). On définit maintenant les opérateurs (Uj)j=1,···,m en
posant :

(1.2.15) Uj =
∑
l∈Lj

A2
j,l +

∑
k∈Ij

T 2
j avec D(Uj) = Rθ/N , j = 1, · · · ,m.

Ces opérateurs sont positifs à domaine commun dense. On peut observer que chaque
opérateur I + Uj est bijectif sur D(Uj) = Rθ/N (vu les dénominateurs que l’on a
pris pour nos fractions rationnelles). En effet, pour tout élément p de Rθ, il existe un
p′(t) = θj(t)p(t) de Rθ tel que l’on ait :

(1.2.16) [I + Uj](p
′) = [1 +

∑
k∈Ij

t2k +
∑
l∈Lj

r2
j,l]p

′(t) = pj(t)θj(t)p(t) = p(t).

On ne peut pas alors appliquer directement les résultats de M. Putinar et F.-H.
Vasilescu car nous n’obtiendrions pas la commutativité des fermetures canoniques.
Mais, on peut appliquer le lemme 1.2.3 à chaque [I+Uj][I+Ui]− I. On en déduit que
chaque opérateur [I + Uj][I + Ui] − I est essentiellement auto-adjoint pour toutes les
valeurs de i et j dans {1, · · · ,m}2 où la composition des opérateurs peut s’écrire sous
la somme :
(1.2.17)[

I + Uj

][
I + Ui

]
− I =

∑
k∈Ii∪Ij

T 2
k +

∑
l∈Li

A2
i,l +

∑
l∈Lj

A2
j,l +

∑
k∈Ii,l∈Ij

T 2
kT

2
l

+
∑

k∈Li,l∈Lj

A2
i,lA

2
j,k +

∑
k∈Ii,l∈Lj

T 2
kA

2
j,l +

∑
k∈Ij ,l∈Li

T 2
kA

2
i,l.

On peut alors appliquer le lemme 1.2.4 à chaque [I + Uj][I + Ui] − I. En appliquant
le procédé à chaque couple (i, j) dans {1, · · · ,m}2, on en déduit que les opérateurs
(Aj,l)j,l et (Tk)k ont des fermetures canoniques auto-adjointes respectives (Aj,l)j,l et
(Tk)k, et que ces fermetures canoniques commutent. Soit E la mesure spectrale jointe
de cette famille commutative d’opérateurs auto-adjoints (Aj,l, Tk)j,k,l. On définit alors
la mesure positive µ en posant :

µ(∗) = 〈E(∗)(1 +N ), (1 +N )〉φ.

Comme les ensembles (I1, · · · , Im) vérifient la condition (1.2.7), on peut trouver j1, · · · , jn
vérifiant i ∈ Iji

. Alors, on obtient maintenant :
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φ(tα) = φ(tα1
1 · · · tαn

n ) = 〈Tα1
1 · · ·Tαn

n 1,1〉φ = 〈T1
α1 · · ·Tn

αn
1,1〉φ

=

∫
Rn

tα1
1 · · · tαn

n d〈E(t)(1 +N ), (1 +N )〉φ =

∫
Rn

tαdµ(t).

Cette égalité est en fait valable sur l’algèbre Rθ tout entière. En effet, quel que
soit l’élément r ∈ Rθ/N , on a r(Aj,l, Tk) ⊂ r(Aj,l, Tk) où les opérateurs r(Aj,l, Tk)
sont donnés par le calcul fonctionnel du multi-opérateur auto-adjoint commutatif
(Aj,l, Tk)j,k,l : si r est un polynôme, cela est évident. Sinon, soit β ∈ Zm

+ , on a l’in-
clusion θ−β(Aj,l, Tk) ⊂ θ−β(Aj,l, Tk) ; ce qui nous donne :

(1.2.18) θβ(Aj,l, Tk)[θ
−β(Aj,l, Tk)− θ−β(Aj,l, Tk)] = 0 sur Rθ/N .

Ceci entrâıne bien que θβ(Aj,l, Tk) ⊂ θβ(Aj,l, Tk).

Pour l’unicité de la mesure, on utilise la même démonstration que celle utilisée
dans le théorème 2.5 de [Pu-Vas2]. Soit ρ une quelconque mesure de représentation de
φ. Comme pour tout couple (p, q) ∈ R2

θ, on a :

(1.2.19) φ(pq̄) =

∫
Rn

p(t)q̄(t)dρ(t).

On peut identifier Hφ avec un sous-espace fermé de L2(ρ). Dans ce cas, toute fonction
de l’idéal N est nulle ρ-presque partout et on obtient les inclusions suivantes :

(1.2.20) Rθ ⊂ Rθ = Hφ ⊂ L2(ρ).

Soient Rj,l et Sj les opérateurs multiplications par rj,l et tj respectivement dans l’espace
L2(ρ). Leurs domaines D(Rj,l) et D(Sj) sont denses car ils contiennent en particulier
l’espace C∞

c (Rn) (ensemble des fonctions de classe C∞ sur Rn et à support compact)
qui est dense dans L2(ρ). De plus, puisque les polynômes rj,l sont à coefficients réels
tout comme les variables t1, · · · , tn, on obtient que ces opérateurs sont auto-adjoints
dans L2(ρ). En particulier, on connâıt les inclusions Aj,l ⊂ Aj,l ⊂ Rj,l et Tj ⊂ Tj ⊂ Sj.
Pour tout v ∈ R∗, les opérateurs [Aj,l + ivI], [Rj,l + ivI], [Tj + ivI] et [Sj + ivI] sont
inversibles car Aj,l, Tj, Sj et Rj,l sont auto-adjoints. Sur le domaine D(Aj,l), on a :

(Rj,l + ivI)−1[(Rj,l + ivI)− (Aj,l + ivI)] = 0.

Ceci entrâıne que (Rj,l + ivI)−1 envoie D(Aj,l) dans lui-même (et Hφ dans Hφ par
continuité, bien sûr on a la même relation entre Tj et Sj). De plus, on sait :

((Rj,l + ivI)−1)∗ = ((Rj,l + ivI)∗)−1 = (Rj,l − ivI)−1.

((Sj + ivI)−1)∗ = ((Sj + ivI)∗)−1 = (Sj − ivI)−1.

Si le couple (f, g) est dans Hφ ×H⊥
φ , on obtient :

(1.2.21)


〈[Rj,l − ivI]−1g, f〉L2(ρ) = 〈g, [Rj,l + ivI]−1f〉L2(ρ) = 0,

〈[Sj − ivI]−1g, f〉L2(ρ) = 〈g, [Sj + ivI]−1f〉L2(ρ) = 0,
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car Hφ est stable par les opérateurs (Rj,l +ivI)
−1 et (Sj +ivI)−1. On en déduit que H⊥

φ

est stable par (Rj,l− ivI)−1 et (Sj− ivI)−1, ce qui revient à dire que [Rj,l + ivI]
−1|Hφ

=

[Aj,l + ivI]−1 et [Sj + ivI]−1|Hφ
= [Tj + ivI]−1. Or ceci nous permet d’affirmer que

l’espace Hφ est stable par les mesures spectrales Ej,l et Ej des opérateurs Rj,l et Sj

respectivement (voir [Du-Schw], théorème XII.2.10). Soit ES la mesure spectrale de la
famille (Sj). Alors pour tout borélien B de Rn de la forme B1× · · · ×Bn, nous avons :

(1.2.22) ES(B) = E1(B1)× · · · × En(Bn),

ceci nous prouve que Hφ est invariant par ES. Comme en particulier 1 ∈ Hφ, nous
avons χB = ES(B)1 qui est dans cet espace, ceci pour tout ensemble borélien de
la forme précédente. Mais ces fonctions indicatrices engendrent l’espace L2(ρ), on en
déduit l’égalité des deux espaces de Hilbert L2(ρ) et Hφ. Et donc, on peut conclure
sur l’égalité des opérateurs Tj = Sj. De plus, pour tout borélien B, nous avons :

(1.2.23) µ(B) = 〈E(1), 1〉Hφ
= 〈ES(1), 1〉L2(ρ) =

∫
χB(t)dρ(t) = ρ(B).

Ceci prouve bien l’unicité de la mesure.

Nous avons déjà prouvé que les opérateurs (Aj,l)j,l sont essentiellement auto-adjoints
avec la condition de positivité supplémentaire, cela nous permet de conclure sur le lieu
du support de la mesure : en effet, pour tout couple (j, l), on a prouvé :

Aj,l = Rj,l = rj,l(S1, · · · , Sn) = rj,l(T1, · · · , Tn).

Donc l’opérateur Aj,l = rj,l(T1, · · · , Tn) est un opérateur positif. Soit Fj,l la mesure
spectrale de rj,l(R1, · · · , Rn), son support est inclus dans R+. Mais comme nous avons
l’égalité suivante :

(1.2.24) ∀B borélien de R, Fj,l(B) = E(r−1
j,l (B)),

le support de la mesure spectrale jointe E est inclus dans r−1
j,l (R+), ceci pour tout

couple (j, l) dans {1, · · · , n} × Lj.
Bien entendu, l’implication inverse est évidente, il suffit d’utiliser la mesure positive

de représentation pour avoir la positivité des différentes formes linéaires.

Remarque : Preuve rapide donnée par E. Albrecht ; Nous allons ici uti-
liser directement le théorème 2.5 de [Pu-Vas2]. On a noté Rθ l’algèbre engendrée par
les fonctions (θj)j=1,···,m et les polynômes Rn[X], soit B l’algèbre engendrée par la frac-
tion rationnelle θ1 × · · · × θm et Rn[X]. On a bien évidemment l’inclusion B ⊂ Rθ.
Mais l’inclusion inverse est également vérifiée. En effet, si q est un élément de Rθ, on
peut toujours multiplier les numérateurs et les dénominateurs des fractions qui inter-
viennent dans la décomposition de q par des pj de telle sorte que chacune des fractions
soit dans B. Donc, on a l’égalité :

B = Rθ.

Comme φ est semi-définie positive sur Rθ, elle l’est sur B. On peut donc appliquer le
théorème 2.5 de [Pu-Vas2] à B où le polynôme P est joué par :

P (t) = p1(t)× · · · × pm(t).
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On peut bien lui appliquer ce théorème car P est de la forme :

P (t) = 1 +
n∑

k=1

t2k +
∑

l∈Lj ,j=1,···,m

rj,l(t)
2 + S(t),

où S est une somme de carrés de polynômes.

Afin de situer au mieux le support de la mesure associée à une suite de moments,
nous aurons besoin des polynômes (rj,l)j,l. Notons les

(1.2.25) rj,l(t) =
∑

K∈Zn
+

rj,l,K tK , l ∈ Lj, j = 1, · · · ,m.

Nous pouvons utiliser le résultat précédent pour donner une solution au problème des
moments multi-dimensionnels sur des ensembles non nécessairement bornés.

On rappelle qu’une suite de nombres réels γ = (γα)α∈Zn
+

(γ0 > 0) est dite semi-
définie positive si la forme linéaire associée est semi-définie positive sur l’algèbre des
polynômes à n variables.

1.2.6 Corollaire : Soit (p1, · · · , pm) un m-uplet de polynômes dans S2 ⊂ Rn[X] de
la forme :

pj(t) = 1 +
∑
k∈Ij

t2k +
∑
l∈Lj

rj,l(t)
2,

où les ensembles (Ij)j=1,···,m vérifient la condition (1.2.7).
Soit γ = (γα)α∈Zn

+
(γ0 > 0) une multi-suite de nombres réels. Alors γ est une multi-

suite de moments, avec une mesure positive de représentation µ à support inclus dans
∩(j,l)∈{1,···,m}×Lj

r−1
j,l (R+), si et seulement si il existe une multi-suite γ̃ = (γ̃α,β)α∈Zn

+,β∈Zm
+

semi-définie positive sur Rθ vérifiant les trois propositions suivantes :

(i) γ̃α,0 = γα, ∀α ∈ Zn
+.

(ii)
∑

K∈Zn
+

aj,K γ̃α+K,β+ej
= γ̃α,β, ∀α ∈ Zn

+, β ∈ Zm
+ ; j = 1, · · · , n.

(iii) les multi-suites (
∑

K∈Zn
+

rj,l,K γ̃α+K,β)α∈Zn
+,β∈Zm

+
sont semi-définies positives pour

tout couple (j, l) ∈ {1, · · · ,m} × Lj.
De plus cette mesure positive est unique si et seulement si il n’existe qu’une seule

extension de γ = (γα)α∈Zn
+

vérifiant les conditions précédentes.

Démonstration.
Commençons par supposer que la multi-suite γ = (γα)α∈Zn

+
admette une mesure posi-

tive de représentation µ. On pose alors :

(1.2.26) γ̃α,β =

∫
Rn

tαθ(t)βdµ(t).
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Bien évidemment, ceci implique que la condition (i) est vérifiée. On définit ensuite une
forme linéaire Lγ̃ associée à la mesure µ sur Rn+m[t, s] en posant :

(1.2.27) Lγ̃

{
Rn+m[t, s] → C
tαsβ → γ̃α,β

Soit q(t, s) =
∑

α,β bα,βt
αsβ un élément de Rn+m[t, s], alors on a :

(1.2.28)

Lγ̃(qq̄) = Lγ̃(
∑
α,β

bα,βt
αsβ

∑
α,β

bα,βt
αsβ) =

∑
α,β,δ,ε

bα,βbδ,εLγ̃(t
α+δsβ+ε)

=
∑

α,β,δ,ε

bα,βbδ,ε

∫
Rn

tα+δθ(t)β+εdµ(t) =

∫
Rn

|q(t, θ(t))|2dµ(t) ≥ 0.

Ceci revient à dire que la forme linéaire Lγ̃ est semi-définie positive sur Rθ. Il ne reste
donc plus qu’à montrer les conditions (ii) et (iii). Pour ce qui est de (ii), on sait que
les fonctions [θj(t)pj(t)− 1]tαθ(t)β sont identiquement nulles. Il en est, donc, de même
pour leurs intégrales quels que soient α et β multi-indices positifs :

(1.2.29)

∫
Rn

[θj(t)pj(t)− 1]tαθ(t)βdµ(t) = 0.

Ceci se traduit directement par l’égalité suivante :

(1.2.30)
∑

K∈Zn
+

aj,K

∫
Rn

tα+Kθ(t)β+ejdµ(t) =

∫
Rn

tαθ(t)βdµ(t).

En conclusion, nous obtenons que la relation suivante est vérifiée :

(1.2.31)
∑

K∈Zn
+

aj,K γ̃α+K,β+ej
= γ̃α,β, ∀α ∈ Zn

+, β ∈ Zm
+ ; j = 1, · · · , n.

Pour la dernière propriété à vérifier, on utilise le fait que l’on contrôle le support de la
mesure. En effet, puisque le support de la mesure positive est inclus dans l’ensemble
∩(j,l)∈{1,···,m}×Lj

r−1
j,l (R+), les formes associées aux suites (

∑
K∈Zn

+
rj,l,K γ̃α+K,β)α∈Zn

+,β∈Zm
+

sont également semi-définies positives pour tout couple (j, l) ∈ {1, · · · ,m} × Lj. Cela
revient à prouver que Lj,l(qq̄) ≥ 0 où Lj,l est la forme linéaire associée à la multi-suite
(
∑

K∈Zn
+
rj,l,K γ̃α+K,β)α∈Zn

+,β∈Zm
+
. Or, avec les mêmes notations que précédemment, on a

pour tout polynôme q de Rn+m[t, s] :

(1.2.32)

Lj,l(qq̄) = Lj,l(
∑
α,β

bα,βt
αsβ

∑
α,β

b̄α,βt
αsβ) =

∑
α,β,δ,ε

bα,β b̄δ,ε Lj,l(t
α+δsβ+ε)

=
∑

α,β,δ,ε

bα,β b̄δ,ε

∫
Rn

∑
K∈Zn

+

rj,l,K tα+δ+K θ(t)β+εdµ(t)

=

∫
Rn

∑
K∈Zn

+

rj,l,K tK
∑

α,β,δ,ε

bα,β b̄δ,ε t
α+δθ(t)β+ε

=

∫
Rn

rj,l(t) |r(t, θ(t))|2dµ(t) ≥ 0.
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Ceci entrâıne la première implication de notre corollaire.
Pour l’implication inverse, on suppose maintenant qu’il existe une multi-suite

γ̃ = (γ̃α,β)α∈Zn
+,β∈Zm

+
qui vérifie les conditions (i), (ii), (iii) et qui est semi-définie

positive sur Rθ. On définit alors une forme linéaire λ sur Rθ, qui à un élément r ∈ Rθ

associe Lγ̃(q), où r et q (q ∈ Rn+m[t, s]) sont reliés par la relation q(t, θ(t)) = r(t). Par
le lemme 1.2.1, on sait qu’il existe un isomorphisme :

(1.2.33) Rθ w Rn+m[t, s]/Iω.

Commençons par vérifier que la forme linéaire λ est bien définie. Si q1 et q2 sont deux
éléments de Rn+m[t, s] qui satisfont à l’égalité :

(1.2.34) r(t) = q1(t, θ(t)) = q2(t, θ(t)),

alors q1 − q2 est dans l’idéal Iω. Or par le lemme 1.2.1, on connâıt des générateurs de
cet idéal : si f est dans Iω on peut écrire Lγ̃(f) =

∑m
j=1 Lγ̃(fjωj), où les (fj)j sont

des polynômes de Rn+m[t, s]. De plus, on peut calculer la valeur de Lγ̃(fjωj) pour tout
j = 1, · · · ,m :
(1.2.35)

Lγ̃(fjωj) = Lγ̃[fj(t, s)sjpj(t)− fj(t, s)] = −Lγ̃(fj) +
∑

K∈Zn
+

aj,KLγ̃[fj(t, s)sjt
K ]

=
∑

K∈Zn
+

aj,KLγ̃(
∑

h=(h′,h′′)≥0

cht
h′+Ksh′′+ej)− Lγ̃(

∑
h=(h′,h′′)≥0

cht
h′sh′′)

=
∑

h=(h′,h′′)≥0

ch[
∑

K∈Zn
+

aj,K γ̃h′+K,h′′+ej
− γ̃h′,h′′ ] = 0,

où bien évidemment, fj =
∑

h=(h′,h′′)≥0 cht
h′sh′′ .

On obtient donc que la forme Lγ̃ est nulle sur l’idéal Iω. Ceci nous permet d’affirmer
que la forme linéaire λ est bien définie. A partir de cette forme, on en définit une
seconde L1

γ̃ par la relation suivante :

L1
γ̃

{
Rn+m[t, s]/Iω → C
r + Iω 7→ Lγ̃(r),

En utilisant l’isomorphisme (1.2.33), on obtient le diagramme suivant :

-

�
�

�
�

�
��

?

6

Rθ C

Rn+m[t, s]/Iω

isomorphisme L1
γ̃

λ

�

On peut donc identifier λ et L1
γ̃. Ceci implique que λ est une forme linéaire semi-définie

positive puisque L1
γ̃ l’est.
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De plus, la condition (iii) implique que les formes de l’énoncé du théorème 1.2.5
sont bien semi-définies positives aussi. On applique donc le théorème 1.2.5.

Reste à prouver l’équivalence entre l’unicité du prolongement et celui de la mesure
de représentation. Supposons que γ̃ soit l’unique prolongement de la multi-suite γ. On
suppose, de plus, que l’on ait deux mesures positives µ′ et µ′′ de représentation, alors
on obtiendrait les égalités :

(1.2.36) γ̃α,β =

∫
tαθ(t)βdµ′(t) =

∫
tαθ(t)βdµ′′(t).

Ceci entrâıne bien évidemment :

(1.2.37)

∫
p(t)dµ′(t) =

∫
p(t)dµ′′(t), ∀p ∈ Rθ.

Mais comme nous l’a déjà remarqué dans le théorème 1.2.5, Rθ est dense dans L2(µ′)
et L2(µ′′). Ceci entrâıne l’égalité entre les deux mesures.

Inversement, supposons que γ n’admette qu’une seule mesure de représentation.
On suppose qu’il existe un second prolongement (δα,β)α,β de la multi-suite γ. Alors,
par la première partie de la démonstration de ce corollaire, il existerait deux mesures
positives telles que l’on ait :

(1.2.38) δα,β =

∫
tαθ̂(t)βdµ′(t) et γ̃α,β =

∫
tαθ̂(t)βdµ′′(t).

Comme il a été supposé que la mesure de représentation de γ était unique, on a
forcément µ′ = µ′′. Ceci nous donne directement δα,β = γ̃α,β pour tout couple (α, β)
dans Zn

+ × Zm
+ . On obtient donc bien l’unicité du prolongement de la multi-suite γ.

1.2.7 Remarques : (1) Si l’on fait m = n et si l’on pose pj(t) = 1 + t2j pour tout
j ∈ {1, · · · , n}, on retrouve le théorème 2.3 de [Vas3]. Ceci nous permet de répondre
au problème des moments de Hamburger et de Stieltjes en plusieurs variables.

(2) Et si on se place dans le cas m = 1 et p1(t) = 1+t21+ · · ·+t2n+q2
1(t)+ · · ·+q2

m(t),
on obtient le théorème 2.5 de [Pu-Vas2].

(3) On peut donner un cas particulier plus compréhensible (avec des indexations
moins lourdes !) au corollaire 1.2.6. Supposons que (A1, · · · , Am) soit une partition de
{1, · · · , n}. On notera par BA1,···,Am l’algèbre engendrée par les éléments de la forme :

tα
m∏

l=1

(1 +
∑
j∈Al

t2j)
−κl ; α ∈ Zn

+, κ ∈ Zm
+ .

Alors le corollaire précédent se traduit par :
Soient A1, · · · , Am une partition de {1, · · · , n}. Soit (xα)α≥0 une multi-suite. Alors,
(xα)α≥0 est une multi-suite de moments sur Rn si et seulement si il existe une (m+n)-
suite (x̃α,κ)α∈Zn

+,κ∈Zm
+

qui vérifie les deux propriétés suivantes :

(i) x̃α,0 = xα, α ∈ Zn
+,

(ii) x̃α,κ = x̃α,κ+el
+

∑
j∈Al

x̃α+2ej ,κ+el
, α ∈ Zn

+, κ ∈ Zm
+ , l = 1, · · · ,m,
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et telle que la forme associée à (x̃α,κ)α∈Zn
+,κ∈Zm

+
soit semi-définie positive sur l’algèbre

BA1,···,Ak
.

En particulier, pour l’étude de la sous-normalité, c’est cette version dont on aura besion
car on travaillera sur une algèbre de fractions en 2m variables avec des dénominateurs
de la forme 1 + x2

j + y2
j = 1 + ||zj||2 pour tout j ∈ {1, · · · , n}.

Dans tout ce qui précède, nous nous sommes occupé du problème classique des
moments multi-dimensionnel, c’est-à-dire du problème scalaire. Dans la suite de cette
section, nous nous intéresserons au problème opératoriel (voir [Vas2] pour le cas borné
et [Vas4] pour le cas non borné, voir également [Fr2]).

Soit H un espace de Hilbert séparable. Soit D un sous-espace dense de H. On
fixe, comme dans le théorème précédent 1.2.5, un m-uplet de polynômes (p1, · · · , pm)
de S2 ⊂ Rn[X]. Alors, on peut donner l’énoncé d’un théorème des moments pour des
formes hermitiennes définies sur cet espace vectoriel D. Nous obtenons ainsi un résultat
généralisant les théorèmes 2.4 et 2.9 de [Vas4]. Mais avant cela, on rappellera quelques
définitions.

1.2.8 Définitions : Soit M un espace de fonctions définies dans Rn inclus dans les
fonctions mesurables. On dit que F : Bor(Rn) → L(H) est une mesure opératorielle
positive si F est une fonction fortement additive dont les valeurs sont des opérateurs
positifs et si F (Rn) est l’identité sur H, notée IH.
Soit Λ une forme hermitienne définie surM⊗D. Alors F est une mesure de représentation
de Λ si on a f ∈ L2(Fx,x) pour tout f ∈M et pour tout x ∈ D et si :

(1.2.39) Λ(X, Y ) =
∑
j,k

∫
fjgkdFxj ,yk

,

ceci pour tout couple (X, Y ) ∈M⊗D de la forme
∑

j fj ⊗ xj et
∑

k gk ⊗ yk respecti-
vement. Dans ce cas, la forme Λ sera appelée forme de moments.

Supposons que l’espace M admette une base algébrique B = (bα)α∈Zn
+

(b0 = 1).
Soit L = (Lα,β)α,β∈Zn

+
une 2n-suite de formes sesquilinéaires définies sur D (où L0,0 est

la restriction du produit scalaire de H à D ×D) vérifiant :

(1.2.40) Lα,β(x, y) = Lβ,α(y, x).

Alors on peut associer à la multi-suite L une forme hermitienne ΛL,B surM⊗D définie
par : pour tout (X, Y ) ∈M⊗D de la forme

∑
j bj ⊗ xj et

∑
k bk ⊗ yk respectivement,

ΛL,B(X, Y ) =
∑
α,β

Lα,β(xα, yβ).

On peut remarquer qu’une telle forme est nécessairement unitale, c’est à dire que l’on
a l’égalité suivante :

(1.2.41) ΛL,B(1⊗ x, 1⊗ x) = L0,0(x, x) = 〈x, x〉 = ||x||2.

36



Cela permet de définir une isométrie de D sur 1⊗D qui se prolonge par continuité à
H tout entier. Enfin, si M′ est une sous-algèbre de l’algèbre de fonctions M telle que
M soit un M′-module (par rapport aux opérations classiques), M⊗D est également
un M′-module. Soit λ une forme sesquilinéaire sur M⊗ D, on dira que λ est M′-
symétrique si l’égalité suivante est vérifiée :

(1.2.42) λ(g.X, Y ) = λ(X, g.Y ), ∀X,Y ∈M⊗D, ∀g ∈M′.

1.2.9 Définitions : On dira que la multi-suite L est de type positif par rapport à la
base B si la forme hermitienne associée ΛL,B est semi-définie positive.

Maintenant que l’on a rappelé ces quelques définitions, on peut donner une généralisation
des théorèmes 2.2 et 2.8 de [Vas4] qui correspond à la « traduction » en termes de
problème de moments opératoriels du théorème 1.2.5. Pour ce faire, nous utiliserons
toujours les notations définies précédemment.

1.2.10 Théorème : Soit (p1, · · · , pm) un m-uplet de polynômes de S2 ⊂ Rn[X] sans
aucun zéro dans Rn de la forme :

pj(t) = 1 +
∑
k∈Ij

t2k +
∑
l∈Lj

rj,l(t)
2,

où les ensembles (Ij)j=1,···,m vérifient la condition (1.2.7) et où les (rj,l)j,l sont des
polynômes.

Soit φ une forme hermitienne positive semi-définie sur Rθ⊗D qui est unitale et Rθ-
symétrique. Alors, φ est une forme de moments ayant une unique mesure opératorielle
de représentation.

Si, de plus, les formes sequilinéaires {φ(rj,l∗, ∗)}(j,l)∈C (C ⊂ {(j, l) / l ∈ Lj, j =
1, · · · ,m}) vérifient φ(rj,lX,X) ≥ 0 pour tout X ∈ Rθ⊗D, la mesure de représentation
a son support inclus dans ∩(j,l)∈C r

−1
j,l (R+).

Démonstration.
On suit la démonstration du théorème 1.2.5. On définit l’ensemble Nφ = {X ∈ Rθ ⊗
D / φ(X,X) = 0}. Puis, on complète le quotientRθ⊗D/Nφ pour obtenir un espace
de Hilbert Hφ. On définit alors les opérateurs (Aj,l)j,l et (Tk)k dans Hφ en posant
D(Aj,l) = D(Tk) = Rθ⊗D/Nφ et où chaque Aj,l et Tk correspondent à la multiplication
par les polynômes rj,l et tk respectivement. Leur domaine communRθ⊗D/Nφ est donc
un sous-espace dense dans Hφ, par construction, et on a :
(1.2.43)

Aj,l(X +Nφ) = rj,lX +Nφ, X ∈ Rθ ⊗D, ∀(j, l) ∈ {1, · · · ,m} × Lj.

Tk(X +Nφ) = tkX +Nφ, X ∈ Rθ ⊗D, ∀k ∈ I1 ∪ · · · ∪ Im.

De plus, les opérateurs (Aj,l, Tk)j,k,l forment une famille commutative d’opérateurs
symétriques du fait que les variables utilisées sont réelles. De la même manière, les
opérateurs (Uj)j=1,···,m, définis par

∑
k∈Ij

T 2
k +

∑
l∈Lj

A2
j,l sur l’espace Rθ ⊗ D/Nφ,

sont positifs à domaines denses. On peut observer que chaque Uj (j = 1, · · · ,m) est
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bijectif sur D(Uj) = Rθ ⊗D/Nφ (vu la stabilité de ce dernier par des multiplications
polynômiales). En effet, pour tout élément X de Rθ ⊗D, on obtient :

(1.2.44)

〈Uj(X +Nφ), X +Nφ〉Hφ
=

∑
k∈Ij

φ(t2k.X,X) +
∑
l∈Lj

φ(r2
j,l.X,X)

=
∑
k∈Ij

φ(tk.X, tk.X) +
∑
l∈Lj

φ(rj,l.X, rj,l.X) ≥ 0,

puisque φ est Rθ-symétrique. De plus, pour tout X ∈ Rθ ⊗ D, il existe un élément
X ′ = θj(t).X de Rθ ⊗D tel que l’on ait :

(1.2.45) [I + Uj](X
′) = [1 +

∑
k∈Ij

t2k +
∑
l∈Lj

r2
j,l].X

′ = pjθj.X = X.

Puis, on utilise la même astuce que dans le théorème 1.2.5. Comme chaque I +Uj est
un opérateur positif et bijectif à domaine dense et que ce domaine est invariant par

Uj, ceci implique que les opérateurs
[
I + Ui

][
I + Uj

]
− I sont essentiellement auto-

adjoints (pour tout couple (i, j) ∈ {1, · · · ,m}2). En appliquant maintenant le lemme
1.2.4 à chacun de ces opérateurs, nous en déduisons que les opérateurs Aj,l et Tk sont
de fermetures canoniques Aj,l et Tk auto-adjointes et que ces fermetures commutent
pour tout j = 1, · · · ,m, pour tout l ∈ Lj et pour tout k ∈ I1∪ · · · ∪ Im. De plus, par la
condition (1.2.7), les monômes t1, · · · , tn sont dans l’ensemble {tk / k ∈ I1∪· · ·∪Im}.
Soit E la mesure spectrale jointe de la famille commutative d’opérateurs auto-adjoints
associée à ces polynômes.
Puisque φ est unitale, H peut être vu comme un sous-espace fermé de Hφ : en effet,
on a :

∀x ∈ D, φ(1⊗ x, 1⊗ x) = ||x||2.
Donc l’application suivante : {

D → Hφ

x 7→ 1⊗ x

est une isométrie que l’on peut prolonger par continuité à H tout entier. Soit PH la
projection orthogonale de Hφ sur H (voir (1.2.41)). On pose alors :

(1.2.46) F (∗) = PHE(∗)|H.
Soit r ∈ Rθ et soit X ∈ Rθ ⊗D, on définit l’opérateur R par R(X +Nφ) = rX +Nφ.
Si r(T1, · · · , Tn) est donné par le calcul fonctionnel de la famille commutative des
opérateurs auto-adjoints T1, · · · , Tn, nous avons R ⊂ r(T1, · · · , Tn) (comme dans le
théorème 1.2.5). En utilisant l’isométrie déjà citée, pour tout couple (x, r) ∈ D ×Rθ,
on obtient :
(1.2.47)
φ(r ⊗ x, r ⊗ x) = 〈R(1⊗ x), R(1⊗ x)〉Hφ

≈ 〈Rx,Rx〉Hφ

= 〈r(T1, · · · , Tn)x, r(T1, · · · , Tn)x〉Hφ
=

∫
Rn

∣∣∣r(t1, · · · , tn)
∣∣∣2dFx,x(t)

=

∫
Rn

r(t)2dFx,x(t).

38



Maintenant, supposons que X =
∑

m hm⊗ xm et Y =
∑

k gk ⊗ yk soient dans Rθ ⊗D.
Dans ces conditions, avec les mêmes notations que précédemment, on obtient (si l’on
note par (Hm)m et (Gk)k les opérateurs multiplications par les fractions (hm)m et (gk)k

respectivement sur Rθ ⊗D) :

φ(X,Y ) =
∑
k,m

φ(hm ⊗ xm, gk ⊗ yk) ≈
∑
k,m

φ(Hmxm, Gkyk)

=
∑
k,m

φ(hm(t)xm, gk(t)yk) =
∑
k,m

∫
Rn

hm(t)gk(t)dFxj ,yk
(t).

Ceci prouve bien que F est une mesure de représentation de φ.

Pour l’unicité de la mesure de représentation, si F (1) et F (2) sont deux mesures de
représentation de φ, pour tout r ∈ Rθ et pour tout x ∈ D, on a :

(1.2.48) φx(r) = φ(r ⊗ x, 1⊗ x) =

∫
r(t)dF (j)

x,x(t), j = 1, 2.

Or φx est une forme linéaire positive qui vérifie les hypothèses du théorème 1.2.5. Donc,
les mesures scalaires F

(1)
x,x et F

(2)
x,x sont égales. Ceci est vrai pour tout x ∈ D, donc par

densité nous avons F (1) = F (2).
Soit (j, l) ∈ {1, · · · ,m} × Lj, φ(rj,lX,X) ≥ 0 pour tout X ∈ Rθ ⊗ D. Ceci implique
que les opérateurs auto-adjoints (Aj,l)j,l sont positifs et donc la mesure spectrale est
incluse dans r−1

j,l (R+). Par conséquent, le support de la mesure de représentation est

dans l’ensemble ∩{(j,l) / l∈Lj , j=1,···,m} r
−1
j,l (R+).

1.2.11 Théorème : Soit (p1, · · · , pm) un m-uplet de polynômes avec les mêmes pro-
priétés que dans le théorème 1.2.5. Soit φ = (φα)α∈Zn

+
une suite de formes hermitiennes

sur D ×D telle que φ0 soit la restriction du produit scalaire sur H à D ×D. Alors φ
est une suite de moments si et seulement si il existe une suite φ̃ = (φ̃α,β)α∈Zn

+,β∈Zm
+

de
formes hermitiennes de type positif vérifiant :

(i) φ̃α,0 = φα, ∀α ∈ Zn
+.

(ii)
∑

K∈Zn
+

aj,K φ̃α+K,β+ej
= φ̃α,β, ∀α ∈ Zn

+, ∀β ∈ Zm
+ ; j = 1, · · · , n.

De plus, la suite φ admet une mesure de représentation unique sur Rn si et seule-
ment si la suite φ̃ est unique.

Enfin, avec les notations (1.2.25), si les suites (
∑

Zn
+
rj,l,K γ̃α+K,β)α∈Zn

+,β∈Zm
+

sont

semi-définies positives pour tout couple (j, l) tel que l ∈ Lj, j = 1, · · · ,m, le support
de cette mesure est inclus dans ∩{(j,l) / l∈Lj , j=1,···,m} r

−1
j,l (R+).

Démonstration.
Commençons par supposer que la n-suite de formes hermitiennes φ = (φα)α∈Zn

+
admette

une mesure de représentation F. Si on prend x ∈ D et r ∈ Rθ, on a r ∈ L2(Fx,x), on
peut donc définir :

(1.2.49) φ̃α,β(x, y) =

∫
tαθ(t)βdFx,y(t), ∀α ∈ Zn

+, ∀β ∈ Zm
+ , ∀(x, y) ∈ D2.
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On définit la fonction g de Rn dans Rn+m par g(t) = (t, θ(t)) ∈ Rn+m, alors on a
l’égalité suivante :

(1.2.50) φ̃α,β(x, y) =

∫
g(t)(α,β)dFx,y(t), ∀α ∈ Zn

+, β ∈ Zm
+ , x, y ∈ D.

Et nous obtenons que F (g−1(∗)) est une mesure de représentation pour la multi-suite
(φ̃α,β)α∈Zn

+,β∈Zm
+
. Par le lemme 1.4 de [Vas4], la multi-suite de formes φ̃ est de type

positif. De plus, φ̃ vérifie bien la condition (i). Et comme on a la fonction [θj(t)pj(t)−
1]tαθβ(t) qui est nulle pour tout couple (α, β) dans Zn

+ × Zm
+ , l’intégrale suivante

devient : ∫
Rn

[θj(t)pj(t)− 1]tαθβ(t)dFx,y(t) = 0, ∀(x, y) ∈ D2.

Ceci se traduit par l’égalité :∑
K∈Zn

+

aj,K

∫
Rn

tα+Kθβ+ej(t)dFx,y(t) =

∫
Rn

tαθβ(t)dFx,y(t), ∀α ∈ Zn
+, ∀β ∈ Zm

+ ,

ceci pour tout entier j = 1, · · · , n. Et donc, cela nous donne pour la famille de formes
hermitiennes :

(1.2.51)
∑

K∈Zn
+

aj,K φ̃α+K,β+ej
= φ̃α,β, ∀α ∈ Zn

+, β ∈ Zm
+ ; j = 1, · · · , n.

Inversement, supposons qu’une multi-suite φ̃ = (φ̃α,β)α∈Zn
+,β∈Zm

+
existe. A partir de

cette (n+m)−suite, on définit une forme hermitienne λ positive sur Rθ⊗D en posant :

(1.2.52) λ(r1 ⊗ x1, r2 ⊗ x2) = λφ̃(q1 ⊗ x1, q2 ⊗ x2),

où r1 et r2 appartiennent à Rθ, où le couple (x1, x2) est dans D2 et où on a (pour
i = 1, 2) qi ∈ Rn+m[t, s] tel que ri(t) = qi(t, θ(t)).

On rappelle la définition de λφ̃ :
Rn+m[t, s] admet une base algébrique (eα,β)α,β, on définit alors pour X =

∑
α,β eα,β ⊗

xα,β et Y =
∑

δ,ε eδ,ε ⊗ yδ,ε dans Rn+m[t, s]⊗D :

(1.2.53) λφ̃(X, Y ) =
∑

α,β,δ,ε

φ̃α+δ,β+ε(xα,β, yδ,ε).

Il faut vérifier que la forme λ est bien définie. Pour ce faire, on utilise le lemme
1.2.1 et on fait les mêmes démarches que dans le théorème 1.2.5 pour montrer que
λ|Iω⊗D = 0.
La positivité de λ provient de celle de φ̃. On a donc construit une forme hermitienne
de type positif sur Rθ ⊗ D. Or par le théorème 1.2.10, on sait qu’une telle forme
hermitienne sur Rθ ⊗ D qui est en plus unitale et Rθ-symétrique est une forme de
moments (c’est une méthode où l’on définit des opérateurs auto-adjoints).
Pour montrer que λ est bien unitale, on prend x ∈ D, et on a :

λ(1⊗ x, 1⊗ x) = φ̃0,0(x, x) = φ0(x, x) = ||x||2.
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Donc λ est bien unitale. Montrons maintenant que λ est Rθ-symétrique. Soient X et Y
dans Rθ⊗D et soit p un élément de Rθ (grâce à la linéarité, on peut toujours supposer
que p(t) = taθb(t), a ∈ Zn

+ et b ∈ Zm
+ ), alors les égalités suivantes sont vérifiées :

(1.2.54)

λ(p.X, Y ) = λφ̃(
∑
α,β

tasb.eα,β ⊗ xα,β,
∑
δ,ε

eδ,ε ⊗ yδ,ε)

=
∑

α,β,δ,ε

φ̃α+a+δ,β+b+ε(xα,β, yδ,ε)

= λφ̃(
∑
α,β

eα,β ⊗ xα,β,
∑
δ,ε

eδ+a,ε+b ⊗ yδ,ε)

= λφ̃(
∑
α,β

eα,β ⊗ xα,β,
∑
δ,ε

tasb.eδ,ε ⊗ yδ,ε) = λ(X, p.Y ).

Donc λ est également Rθ-symétrique. Ceci nous permet donc d’affirmer qu’il existe
une mesure de représentation F pour λ. Alors, pour tout couple (x, y) dans D2 et pour
tout α ∈ Zn

+, on a :

φα(x, y) = φ̃α,0(x, y) = λφ̃(t
α ⊗ x, 1⊗ y) =

∫
tαdFx,y(t).

Pour la dernière partie de la démonstration, supposons que F (1) et F (2) soient deux
mesures de représentation de φ, si on a unicité du prolongement, alors pour tout couple
(x, y) ∈ D ×D on a :

(1.2.55)

∫
tαθβ(t)dF (1)

x,y (t) =

∫
tαθβ(t)dF (2)

x,y (t).

Donc cette égalité est également vraie pour tout r ∈ Rθ. Ceci implique que F (1) = F (2)

(voir théorème 1.2.10). Supposons maintenant que φ admette une unique mesure de
représentation F . Alors forcément tout prolongement de φ sera de la forme∫

Rn

tαθβ(t)dFx,y(t),

pour tout (x, y) ∈ D ×D, d’où l’unicité du prolongement.

Comme conséquences directes de ce théorème 1.2.11, nous obtenons les théorèmes
2.4 et 2.9 de [Vas4] (voir remarque 1.2.6). De plus, comme corollaire de ce théorème,
on peut donner une caractérisation pour qu’une multi-suite d’opérateurs auto-adjoints
admette une représentation intégrale.

1.2.12 Corollaire : Soit A = (Aα)α∈Zn
+

(A0 = IdD) une n-suite d’opérateurs auto-
adjoints définis sur l’espace D. Soit (p1, · · · , pm) un m-uplet de polynômes avec les
mêmes propriétés que dans le théorème 1.2.5. La n-suite A est une multi-suite de mo-
ments opératoriels, avec une mesure positive opératorielle à support dans ∩(j,l)∈C r

−1
j,l (R+),
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(C = {1, · · · ,m} × Lj) si et seulement si il existe une (n+m)-suite, d’opérateurs sur
D, Ã = (Ãα,β)α∈Zn

+,β∈Zm
+

de type défini positif sur D vérifiant les trois conditions sui-
vantes :

(i) Ãα,0 = Aα, ∀α ∈ Zn
+.

(ii)
∑

K∈Zn
+

aj,KÃα+K,β+ej
= Ãα,β, ∀α ∈ Zn

+, β ∈ Zm
+ ; j = 1, · · · , n.

(iii) en utilisant les notations (1.2.25), les suites (
∑

K∈Zn
+
rj,l,KÃα+K,β)α∈Zn

+,β∈Zm
+

sont semi-définies positives, pour tout couple(j, l) ∈ C.

De plus cette mesure est unique si et seulement si il n’existe qu’une seule extension de
A = (Aα)α∈Zn

+
.

Démonstration.
On pose, pour tout couple (x, y) ∈ D ×D :

(1.2.56) φα(x, y) = 〈Aαx, y〉.

Puisque les opérateurs (Aα)α sont auto-adjoints, les formes linéaires φα sont hermi-
tiennes et le fait que A0 soit l’identité restreinte à D, implique que φ0 est bien la
restriction du produit scalaire de H à D × D. Les hypothèses (i), (ii) et (iii) de ce
corollaire 1.2.12 impliquent celles du théorème 1.2.11. De manière classique, on peut
associer à toute forme hermitienne φ̃α,β un opérateur auto-adjoint Ãα,β en posant :

(1.2.57) ∀(x, y) ∈ D ×D, φ̃α,β(x, y) = 〈Ãα,βx, y〉.

Donc la famille A admet un prolongement (Ãα,β)α,β si et seulement si la multi-suite
des formes hermitiennes (φα)α sur D ×D est une multi-suite de moments. Mais dans
ce cas, pour tout couple (x, y) ∈ D ×D, on obtient :

(1.2.58) 〈Ãα,0x, y〉 = φ̃α,0(x, y) =

∫
tαdFx,y(t).

Et finalement, on obtient la représentation intégrale suivante, pour tout multi-indice
positif α :

(1.2.59) Aα =

∫
tαdF (t),

où F est une mesure positive opératorielle.
Pour l’unicité de la mesure de représentation F et pour le lieu de son support, cela

provient directement des propriétés de l’extension des formes linéaires (φα)α. En effet,
l’unicité de l’extension de la famille d’opérateurs auto-adjoints (Aα)α implique l’unicité
de la famille de formes hermitiennes (φ̃α,β)α,β qui prolonge (φα)α (et vice-versa).
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1.2.13 Remarques :
(1) Ce dernier corollaire 1.2.12 est à rapprocher du corollaire 2.10 de [Vas4], où un

cas particulier de fractions rationnelles est étudié.
(2) Ce dernier résultat nous permet également de donner une solution au problème

opératoriel de Hamburger et Stieltjes dans le cas de plusieurs variables.
(3) Ce sera ce type de méthodes que l’on va utiliser pour donner, dans le troisième

chapitre, deux critères de sous-normalité jointe pour des familles d’opérateurs non
nécessairement bornés ayant un sous-espace dense stable par chacun des « opérateurs
coordonnées » (voir le théorème 3.3.2 et le corollaire 3.3.4).
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Appendice : Remarques sur la détermination de suites
doublement infinies

Soient µ1 et µ2 deux mesures admettant des moments à tous les ordres, on dira que
µ1 est équivalente à µ2, (et on notera µ1 ∼ µ2) si pour tout multi-indice α ≥ 0 on a :∫

Rn

tαdµ1(t) =

∫
Rn

tαdµ2(t).

De plus dans toute cette section, lorsque l’on parlera de multi-suites doubles, on sup-
posera toujours qu’elles vérifient la condition (∗) définie par :

(∗) xα,β = xα+2ej ,β+ej
+ xα,β+ej

, pour tout j ∈ {1, · · · , n}.

1.A.1 Définition : Soient µ1 et µ2 deux mesures admettant des moments à tous les
ordres. Soit δ = (δ1, · · · , δn) avec δj ∈ Z+ ∪ {∞} (j = 1, · · · , n) ; on dira que µ1 est
δ-équivalente à µ2, (et on notera µ1 ∼δ µ2) si pour tout α ≥ 0 et pour tout β vérifiant
δ ≥ β ≥ 0 on a :

(1.A.1)

∫
Rn

tαθ(t)βdµ1(t) =

∫
Rn

tαθ(t)βdµ2(t).

1.A.2 Remarques :
(1) Pour tout δ positif, µ1 ∼δ µ2 implique évidemment µ1 ∼ µ2. Si µ1 et µ2 sont

à supports compacts, l’implication inverse est vraie également. En effet, ∀p ∈ R[t], on
a :

|
∫

Rn

tαθ(t)βdµ1(t)−
∫

Rn

tαθ(t)βdµ2(t)| ≤ µ1(Rn)||tαθ(t)β − p(t)||K1

+|
∫

Rn

p(t)dµ1(t)−
∫

Rn

p(t)dµ2(t)|

+µ2(Rn)||tαθ(t)β − p(t)||K2

≤ [µ1(Rn) + µ2(Rn)].||tαθ(t)β − p||K1∪K2 .

Puis, on conclut en utilisant la densité des polynômes dans C0(K1 ∪ K2) (ensemble
des fonctions continues sur le compact K1 ∪K2) :∫

Rn

tαθ(t)βdµ1(t) =

∫
Rn

tαθ(t)βdµ2(t).

(2) En utilisant la méthode des théorèmes 2.5 et 2.8 de [Pu-Vas2], on montre
que toute forme linéaire semi-définie positive sur Aθ admet une unique mesure de
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représentation. Cela signifie que pour δ = (∞, · · · ,∞), nous avons ∼δ qui n’est rien
d’autre que l’égalité.

(3) Ce dernier point est une différence majeure avec le « Two-sided moment pro-
blem » traité dans [BCR] (on pourra regarder aussi [JTW] et [JTN]) ; le problème est :
étant donnée une application φ, {

φ : Z → R
k → φ(k)

peut-on trouver une mesure de représentation positive µ telle que φ(k) =
∫
xkdµ(t)

pour tout k ∈ Z ? (l’avantage ici est que la base est multiplicative.) Contrairement
à notre problème, la mesure de représentation n’est pas forcément unique comme le

prouve l’exemple suivant (voir [BCR]) : si dµ(x) = 1√
2π
x−1e−

(lnx)2

2 dx,∫ ∞

0

xksin(2πlnx)dµ(x) = 1√
2π

∫
R
e−

t2−kt
2 sin(2πt)dt

= e
k2

2
1√
2π

∫
R
e−

y2

2 sin(2πy)dy = 0,

puisque la dernière fonction intégrée est impaire. On obtient donc l’égalité suivante
pour tout triplet (A,B1, B2) de R3 :∫ ∞

0

xk[A−B1sin(2πlnx)]dµ(x) =

∫ ∞

0

xk[A−B2sin(2πlnx)]dµ(x).

La mesure µ est positive et comme la fonction sinus est bornée, si l’on prend A
positif tel que A soit plus grand que les valeurs absolues de B1 et B2 (avec B1 6= B2),
on obtient deux mesures positives dµ1(x) = [A − B1sin(2πlnx)]dµ(x) et dµ2(x) =
[A − B2sin(2πlnx)]dµ(x) ayant les mêmes moments. Ceci prouve bien que l’on n’a
pas forcément l’unicité de la mesure de représentation dans le cadre du « Two-sided
moment problem. »

1.A.3 Définition : Une suite double (xα,β)α,β≥0, semi-définie positive sur Aθ, admet
toujours une mesure de représentation unique µ (voir [Pu-Vas2]). Cette mesure µ (ou
la suite (xα,β)α,β≥0) sera dite unilatéralement déterminée si µ est l’unique mesure de
représentation de la suite (xα,0)α≥0. Et la mesure µ (ou la suite) sera dite δ-déterminée
s’il n’existe pas d’autre mesure δ-équivalente.

On peut noter qu’une suite unilatéralement déterminée est δ-déterminée quel que
soit δ ∈ Zn

+. Une suite unilatéralement déterminée sera aussi dite (plus simplement)
déterminée en rapport avec la définition dans le cas des multi-suites simples.

1.A.4 Proposition : Soit (xα)α≥0 une multi-suite, (xα)α≥0 est une suite de moments
déterminée si et seulement si (xα)α≥0 admet un unique prolongement bilatéral positif.
Ce prolongement est en particulier unilatéralement déterminé.
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Démonstration.
Si (xα)α≥0 est déterminée. On pose pour tout couple (α, β) de multi-indices positifs :

xα,β =

∫
tαθ(t)βdµ(t),

où µ est la mesure de représentation de la suite (xα)α≥0. La multi-suite (xα,β)α,β≥0 est
unilatéralement déterminée car s’il existait une mesure ρ telle que xα,β =

∫
tαθ(t)βdρ(t),

en particulier on aurait xα,0 =
∫
tαdρ(t). Et par détermination, on obtiendrait µ = ρ.

Si (yα,β)α,β≥0 est un autre prolongement de la suite x, il existerait une mesure σ telle
que yα,β =

∫
tαθ(t)βdσ(t). A nouveau, par détermination, on obtient σ = µ et donc

yα,β = xα,β pour tout multi-indice positif.

Inversement, si (xα,β)α,β est un prolongement bilatéral positif, on peut écrire xα,β =∫
tαθ(t)βdµ(t), et donc (xα)α est une multi-suite de moments. S’il existait une seconde

mesure de représentation ρ, on pourrait construire la suite yα,β =
∫
tαθ(t)βdρ(t), qui

serait un prolongement bilatéral positif de (xα)α. Mais on a supposé que celui-ci était
unique donc xα,β = yα,β pour tout multi-indice positif, c’est à dire que ρ ∼(∞,···,∞) µ.
Et par la remarque précédente, nous obtenons ρ = µ.

Dans la suite (et quand on se limitera au cas d’une seule variable), si u est un
nombre réel strictement positif, nous noterons par Bδ

u,µ(0, 1) l’ensemble des éléments
de Aθ(δ) qui vérifient l’inégalité suivante :

(1.A.2) ||f ||u =
( ∫

R
|f(t)|udµ(t)

)1/u

≤ 1.

Pour la proposition 1.A.6 et le corollaire 1.A.7, on se place dans le cas d’une seule
variable.

1.A.5 Définition : On peut définir une fonction semblable à la fonction majorante
de Hall-Mergelyan dans le cadre de nos fractions rationnelles : pour tout couple
(α, β) ∈ R2, on peut définir la fonction Mα,β sur C par (voir [Be] et [Koo]) :

(1.A.3) Mα,β(z) = sup
p∈C[t]

{
|p(z)| tel que

∫
R

|p(t)|α

(1 + t2)β
dµ(t) ≤ 1

}
.

1.A.6 Proposition : Soit µ une mesure positive sur R et soit α ∈]1,+∞[. S’il existe
un nombre z0 dans C \ supp(µ) et un second β0 ≥ α/2 tels que Mα,β0(z0) < +∞ alors
C[t] n’est pas dense dans Lα(µ) (et dans ce cas Mα,β(z0) < ∞ pour tout β ≥ α/2).
Par contre, si Mα,α/2(z) = +∞ pour tout z ∈ C \ supp(µ), C[t] est dense dans Lα(µ).

Démonstration.
Soient α, β dans R, vérifiant 1 < α ≤ 2β < +∞. S’il existe un nombre z0 ∈ C\supp(µ)
tel que Mα,β0(z0) < +∞, on pose :

(1.A.4) dµβ(t) =
dµ(t)

(1 + t2)β
et ||f ||α,β =

[ ∫
R
|f(t)|αdµβ(t)

]1/α

.

46



Pour tout polynôme P ∈ C[t], on a :

|P (z0)| ≤Mα,β0(z0)
[ ∫

R
|P (t)|αdµβ(t)

]1/α

= Mα,β0(z0) ||P ||α,β.

On a donc une forme linéaire continue, ceci entrâıne qu’il existe une fonction f ∈ Lε(µβ)
(f 6= 0), si 1

ε
+ 1

α
= 1 :

(1.A.5) P (z0) =

∫
R
P (t)f(t)dµβ(t), où f ∈ Lε(µβ), f 6= 0Lε(µβ).

De ce fait, pour tout polynôme P ∈ C[t] de la forme (t− z0)q(t), on a :

0 = P (z0) =

∫
R
P (t)f(t)dµβ(t).

Il est clair que :∫
R
| t− z0

(1 + t2)β
f(t)|εdµ(t) =

∫
R

|t− z0|ε

(1 + t2)βε
|f(t)|εdµ(t)

=

∫
R

|t− z0|ε

(1 + t2)βε−β

|f(t)|ε

(1 + t2)β
dµ(t).

Si 2βε ≥ ε+ 2β, ce qui revient à 2β ≥ α, on a dans ces conditions :

(1.A.6)

∫
R
| |t− z0|ε

(1 + t2)βε−β

|f(t)|ε

(1 + t2)β
|dµ(t) ≤ A||f ||εε,β.

Donc la fonction g(t) = (t − z0)f(t)(1 + t2)−β est dans Lε(µ). De plus, pour tout
polynôme P ∈ C[t], nous savons que l’intégrale

∫
R P (t)g(t)dµ(t) est nulle. Donc C[t]

n’est pas dense dans l’espace Lα(µ) puisque g 6= 0Lε(µ). En effet, f a cette propriété et
z0 n’est pas dans le support de la mesure µ.

Supposons maintenant que C[t] ne soit pas dense dans Lα(µ). Il existe donc une
fonction g 6= 0Lε(µ) dans Lε(µ) telle que, pour tout polynôme P, on ait

∫
R P (t)g(t)dµ(t) =

0. Soit φ(z) =
∫

R g(t)(t− z)
−1dµ(t), φ est une fonction holomorphe sur l’ensemble C \

supp(µ) (voir les propriétés sur les transformations de Cauchy). Soit z0 ∈ C \ supp(µ),
et soit P ∈ C[t]. On écrit alors P (t) = P (z0) + (t − z0)q(t), avec q ∈ C[t]. Alors, on
obtient :

(1.A.7)

∫
R

g(t)P (t)

t− z0

dµ(t) =

∫
R

g(t)P (z0)

t− z0

dµ(t) +

∫
R
g(t)q(t)dµ(t)

= P (z0)

∫
R

g(t)

t− z0

dµ(t) = P (z0)φ(z0).
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Donc si φ(z0) 6= 0, on en déduit l’inégalité :

|P (z0)| ≤ 1

|φ(z0)|

( ∫
R
|g(t)|εdµ(t)

)1/ε( ∫
R

|P (t)|α

|t− z0|α
dµ(t)

)1/α

≤ ||g||ε
|φ(z0)|

( ∫
R

|P (t)|α

(1 + t2)β

(1 + t2)β

|t− z0|α
dµ(t)

)1/α

≤ ||g||ε
|φ(z0)|

||P ||α,β sup
t∈supp(µ)

(1 + t2)β/α

|t− z0|
.

Soit C(z) la fonction définie par :

(1.A.8) C(z) =
1

|φ(z)|
sup

t∈supp(µ)

(1 + t2)1/2

|t− z0|
< +∞.

La fonction C est continue sur son ensemble de définition. Et on obtient :

(1.A.9) |P (z0)| ≤ ||P ||α,α/2 ||g||εC(z0).

Enfin, en passant à la borne supérieure, nous avons :

(1.A.10) Mα,α/2(z0) ≤ ||g||εC(z0) < +∞.

Dans le cas où φ(z0) = 0, on prend r dans ]0, dist(z0, supp(µ))[ tel que φ(z) ne s’annule
pas sur le cercle d’équation |z − z0| = r. Par le principe du maximum, on obtient
l’inégalité suivante :

(1.A.11) |P (z0)| ≤ max
|z−z0|=r

|P (z)| ≤ ||P ||α,α/2 ||g||ε max
|z−z0|=r

C(z) <∞,

puis on conclut comme précédemment.

Dans le cas de n variables, on montre que, si C[t1, · · · , tn] dense dans Lα(µ),
alors Mα,β(z1, · · · , zn) = +∞ pour tout (z1, · · · , zn) ∈ Cn et pour tout multi-indice
β supérieur à (α/2, · · · , α/2) (c’est-à-dire que βi ≥ α/2 pour i = 1, · · · , n).

1.A.7 Définition : Soit Aθ(δ) l’espace vectoriel engendré par les fonctions de la
forme tαθ(t)β, avec α ≥ 0 et δ ≥ β ≥ 0. On pose alors la boule unité :

Bδ
α,µ(0, 1) =

{
f ∈ Aθ(δ) tel que (

∫
|f(t)|αdµ(t))1/α ≤ 1

}
.

1.A.8 Corollaire : Soit µ une mesure positive sur R et soit α ∈]1,+∞[. Si on pose

(1.A.12) Fα,δ(z) = sup
f∈Bδ

α,µ(0,1)

{|f(z)|}.
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S’il existe un nombre complexe z0 dans C \ (supp(µ) ∪ {−i, i}) tel que Fα,δ(z0) < +∞
alors Aθ(δ − 1) n’est pas dense dans Lα(µ). Et si Fα(z) = +∞ pour tout z ∈ C \
(supp(µ) ∪ {−i, i}) alors Aθ(δ) est dense dans Lα(µ).

Démonstration.
S’il existe z0 ∈ C \ (supp(µ) ∪ {−i, i}) tel que Fα,δ(z0) < +∞, pour tout f ∈ Aθ(δ),
on a :

(1.A.13) |f(z0)| ≤ Fα,δ(z0) ||f ||α.

La forme linéaire ainsi définie est continue, donc si 1
ε
+ 1

α
= 1, on obtient par dualité :

(1.A.14) f(z0) =

∫
R
g(t)f(t)dµ(t) où g ∈ Lε(µ), g 6= 0Lε(µ).

Donc, si f est de la forme (t − z0)h(t), on a 0 = f(z0) =

∫
R
g(t)f(t)dµ(t). De plus, il

existe un A positif vérifiant :

(1.A.15)

∫
R
| t− z0

(1 + t2)
g(t)|εdµ(t) =

∫
R

|t− z0|ε

(1 + t2)ε
|g(t)|εdµ(t) ≤ A ||g||εε.

Donc la fonction k(t) = (t − z0)g(t)(1 + t2)−1 est dans Lε(µ). De plus, pour tout
f ∈ Aθ(δ− 1), nous savons que l’intégrale

∫
R f(t)k(t)dµ(t) est nulle. On en déduit que

l’espace Aθ(δ − 1) n’est pas dense dans Lα(µ).

Supposons maintenant que Aθ(δ) ne soit pas dense dans Lα(µ). Il existe donc une
fonction g 6= 0Lε(µ) dans Lε(µ) telle que, pour toute fraction rationnelle f de Aθ(δ),
nous ayons :

(1.A.16)

∫
R
f(t)g(t)dµ(t) = 0.

On définit la fonction φ par φ(z) =
∫

R g(t)(t− z)−1(1 + t2)−δdµ(t) ; φ est une fonction
holomorphe sur C \ supp(µ). Soit z0 ∈ C \ (supp(µ) ∪ {−i, i}), et soit f ∈ Aθ(δ). On
écrit alors :

(1.A.17) f(t) =
P (t)

(1 + t2)δ
=

P (z0)

(1 + t2)δ
+

(t− z0)q(t)

(1 + t2)δ
, avec q ∈ C[t].

L’égalité (1.A.17) entrâıne :

(1.A.18)

∫
R

g(t)f(t)

t− z0

dµ(t) =

∫
R

g(t)P (z0)

(t− z0)(1 + t2)δ
dµ(t) +

∫
R

g(t)q(t)

(1 + t2)δ
dµ(t)

= P (z0)

∫
R

g(t)

(t− z0)(1 + t2)δ
dµ(t) = P (z0)φ(z0).
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Donc si φ(z0) 6= 0, on obtient la majoration :

|f(z0)| ≤ 1

|1 + z2
0 |δ |φ(z0)|

( ∫
R
|g(t)|εdµ(t)

)1/ε( ∫
R

|f(t)|α

|t− z0|α
dµ(t)

)1/α

≤ ||g||ε
|1 + z2

0 |δ |φ(z0)|

( ∫
R

|f(t)|α

|t− z0|α
dµ(t)

)1/α

≤ ||g||ε
|1 + z2

0 |δ |φ(z0)|
||f ||α sup

t∈supp(µ)

1

|t− z0|
.

Soit C(z) la fonction définie par :

(1.A.19) C(z) =
1

|1 + z2|δ|φ(z)|
sup

t∈supp(µ)

1

|t− z0|
< +∞.

La fonction C est continue sur son ensemble de définition. Et on obtient l’inégalité :

(1.A.20) |f(z0)| ≤ ||f ||α ||g||εC(z0).

Cette dernière relation (1.A.20) revient à écrire :

(1.A.21) Fα,δ(z0) ≤ ||g||εC(z0).

Dans le cas où φ(z0) = 0, on prend r dans ]0, dist(z0, supp(µ))[ tel que φ(z) ne s’annule
pas sur le cercle d’équation |z − z0| = r. Par le principe du maximum, on obtient
l’inégalité suivante :

(1.A.22) |f(z0)| ≤ max
|z−z0|=r

|f(z)| ≤ ||f ||α||g||ε max
|z−z0|=r

C(z) <∞.

Pour conclure cette annexe, on peut donner le pendant de la proposition 2.2 de
[JTN] pour une suite double x = (xα,β)α,β≥0 dans le cas d’une variable.

1.A.9 Proposition : La suite x = (xα,β)α,β≥0 admet une mesure de représentation
dont le support n’est pas de cardinal fini si et seulement si la forme associée est définie
positive.

Démonstration.
Si la forme associée φ est définie positive, la suite admet une mesure de représentation
µ unique. Si cette mesure avait un support fini (η1, · · · , ηp), en particulier pour le
polynôme

R(t) =
∏

1≤j≤p

[
(t1 − ηj,1)

2 + · · ·+ (tn − ηj,n)2
]
,

on aurait φ(R2) = 0, où les multi-points ηj sont notés (ηj,1, · · · , ηj,n) (j = 1, · · · , p).
Ceci contredit le fait que φ soit définie.
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Inversement, si le cardinal de la mesure n’est pas fini, on ne peut pas trouver de
fractions rationnelles qui s’annulent sur tous les points de son suppport autre que 0,
ce qui est équivalent au fait que la forme associée soit définie.

Pour conclure cet appendice, on peut noter que M. Putinar et F.-H. Vasilescu
donnent un nouveau critère de détermination dans le cas de multi-suites (voir le
théorème 2.1 de [Pu-Vas3]). Ils généralisent en particulier des méthodes de M. Riesz,
où le cas d’une seule variable a été traité.
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Chapitre II

Représentation polynômiale

Comme nous l’avons précédemment dit, un argument simple montre qu’il existe des
polynômes non négatifs en deux variables qui ne peuvent s’écrire comme somme de
carrés de polynômes. C’est Hilbert le premier qui en donna une preuve en 1888
(sans pour autant en donner un exemple). Dans la seconde moitié du XXième siècle,
plusieurs exemples explicites apparurent. On peut citer un polynôme très simple dû
à Motzkin en 1967 (voir [BCR]) et un exemple de 1968 de R.M. Robinson (voir

[Rob]). En 1900, Hilbert énonce le 17ième problème qui porte son nom : est-ce que
tout polynôme positif peut s’écrire comme somme de carrés de fractions rationnelles ?
E. Artin répond de façon positive à cette question en 1927.

Comme le montrent des articles comme ceux de Gilles Cassier (voir [Cas2]) ou
de Konrad Schmüdgen (voir [Sch]), il existe une relation entre le problème des mo-
ments et la représentation polynômiale. Notre but ici sera de donner des représentations
pour certains polynômes positifs. Dans la première section, on donnera des décompositions
pour des polynômes positifs sur des compacts quelconques (en utilisant en particulier
des résultats obtenus dans la section I-1). Cela nous permet en particulier de généraliser
des résultats de [Cas2], [Vas2], [Be-Ma], [Pu-Vas] et surtout de [Pu2].

Dans un second temps, nous utiliserons des méthodes dues à Mihail Putinar
et Florian-Horia Vasilescu (voir [Pu-Vas2]) pour donner des représentations de
polynômes qui sont strictement positifs sur des ensembles non bornés. Pour cela on se
placera dans une algèbre Aθ de fractions rationnelles bornées. Cette seconde partie a
d’ailleurs fait l’objet d’un article paru en 2000 dans Journal of Mathematical Analysis
and Applications (voir [De]) et d’un second à parâıtre dans Positivity (voir [De3]).

Enfin, dans la dernière section de ce Chapitre II, nous étudierons plus en détails les
formes linéaires positives sur cette algèbre Aθ pour en déduire une représentation sous
forme de moments avec limites. Grâce à cette écriture intégrale, nous obtiendrons des
résultats sur le problème tronqué des moments en plusieurs variables qui généralisent
des propositions de M. Riesz.

Partie II.1 Représentation sur un compact

Soit K un compact arbitraire de Rn. Comme on l’a vu dans la première section
I-1 (voir le lemme 1.1.2), il existe une suite (Pi)i≥0 de polynômes de R[X] telle que

l’on puisse écrire K sous la forme ∩i≥0P̂
−1
i (R+). On supposera, comme dans la section

I-1 que les (P̂i)i≥0 engendrent en tant qu’algèbre R[X]. On rappelle que l’on note
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alors T « l’ensemble test » (voir (1.1.7)). On peut alors donner une représentation des
polynômes qui sont strictement positifs sur l’ensemble compact K :

2.1.1 Proposition : Tout polynôme strictement positif sur K est dans le cône positif
engendré par les éléments de T .

La démonstration s’inspire d’une preuve de G. Cassier (voir le théorème 4 de
[Cas2]) mais nous voulons ici utiliser un lemme de [Pu-Vas2] (le lemme 4.1). De ce
fait, la démonstration en est différente.

Démonstration.
Nous allons utiliser le lemme 4.1 de [Pu-Vas2]. Pour ce faire, vérifions que toutes les
conditions de ce lemme sont bien vérifiées ici. Le rôle de C sera joué par le cône positif
engendré par les éléments de T . On pose ensuite S = P(K) et Cd l’ensemble des
éléments de C de degré total plus petit que d (on notera l’ensemble des polynômes de
degré plus petit que d par R(<d)[X]). Soit, enfin, Sd l’ensemble défini par Sd = Cd−Cd

(d ≥ 0). Il faut et il suffit de montrer alors :

(2.1.1)


S = C − C
Cd+1 ∩ Sd = Cd

Sd est de dimension finie,
φ ∈ S∗d telle que φ(1) = 0 et φ|Cd

≥ 0 ⇒ φ = 0.

La première relation est évidente. On sait que les (P̂i)i engendrent en tant qu’algèbre
R[X]. Donc, pour tout polynôme P, on peut écrire :

(2.1.2) P (X) =
∑
cJ>0

cJ
∏

j

P̂
αj

j (X)−
∑
cJ<0

(−cJ)
∏

j

P̂
αj

j (X).

Pour la seconde relation, on a :

(2.1.3) Cd+1 ∩ Sd ⊂ C ∩ R(<d+1)[X] ∩ R(<d)[X] ⊂ C ∩ R(<d)[X] = Cd.

L’inclusion inverse est évidente. De plus, Sd est un espace vectoriel de dimension finie
puisqu’il est inclus dans R(<d)[X]. Enfin pour la dernière relation, on prend une forme
φ positive sur Cd (avec φ(1) = 0), on va montrer que cette forme est identiquement
nulle. On prend un polynôme P̂i vérifiant deg(P̂i) ≤ d, alors on a φ(P̂i) ≥ 0 et
φ(1− P̂i) ≥ 0 ce qui revient à φ(P̂i) = 0. Montrons par itération que φ(P̂m

i ) = 0 pour
tout m satisfaisant à m× deg(P̂i) ≤ d. Si cela est vrai pour le polynôme P̂ l

i , montrons
que cela est vrai pour P̂ l+1

i . Par notre hypothèse de positivité, on a φ(P̂ l+1
i ) ≥ 0 et

φ(P̂ l
i (1− P̂i)) ≥ 0 ce qui revient à dire :

(2.1.4) 0 ≤ φ(P̂ l+1
i ) ≤ φ(P̂ l

i ) = 0.

Puis on fait la même démarche avec les produits. Si le polynôme P̂ k
i P̂j a un degré

inférieur à d, on obtient par les inégalités φ(P̂ k
i P̂j) ≥ 0 et φ(P̂ k

i (1− P̂j)) ≥ 0 :

(2.1.5) 0 ≤ φ(P̂ k
i P̂j) ≤ φ(P̂ k

i ) = 0.
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En allant pas à pas, on montre que φ(P̂ k
i P̂

l
j) = 0 dès que k deg(P̂i) + l deg(P̂j) ≤ d.

Enfin, ce qui a été fait pour le produit de deux polynômes peut se faire pour un produit
quelconque. Comme tout élément de T est combinaison linéaire de polynômes de la
forme précédente, on obtient que φ|Sd

= 0. On peut donc appliquer le lemme 4.1 de
[Pu-Vas2].

Soit P un polynôme strictement positif sur K. Supposons que P ∈ Sd0\int(Cd0),
alors il existe une forme linéaire non identiquement nulle φ sur S, positive sur C, telle
que φ(P ) ≤ 0. Mais alors, en particulier, φ sera positive sur T et donc admettra une
mesure de représentation µ positive et de support non vide dans K. Dans ce cas, on
obtient

(2.1.6) 0 ≥ φ(P ) =

∫
K

P (t)dµ(t) > 0.

Donc, par la contradiction (2.1.6), on peut affirmer que P est dans l’intérieur d’un
certain Cd0 , ce qui prouve en particulier la proposition.

Si K = ∩0≤i≤mp
−1
i (R+) est un compact semi-algébrique, on peut donner une solu-

tion au problème des moments grâce au cône convexe positif des carrés de polynômes
S2, voir [Sch2]. Dans un article récent, M. Putinar donne une décomposition de po-
lynômes strictement positifs sur K (voir [Pu2]) à l’aide des polynômes (pi)0≤i≤m, du
cône S2 et d’un troisième élément. En fait, il prouve que tout polynôme r strictement
positif sur K vérifie :

r ∈ S2 + p1S2 + · · ·+ pmS2 + qS2,

où q est un quelconque polynôme positif sur K de la forme :

(2.1.7) q(t) = −a1t
2d
1 − · · · − ant

2d
n − q2d(t) + q1(t), ai > 0, i = 1, · · · , n,

où q2d est une somme de carrés de polynômes homogènes de degré d et deg(q1) < 2d. On
essayera de donner un équivalent de ce théorème dans le cas de compacts arbitraires.
L’idée de départ est toujours la même, on relie la géométrie de tout compact à l’algèbre
des polynômes R[X] par :

(2.1.8) K =
⋂
i≥1

p−1
i (R+).

Cette famille sera fixée pour notre compact K. On note par S2
K le cône positif suivant :

(2.1.9) S2
K = S2 + p1S2 + · · ·+ pkS2 + · · ·

La méthode de M. Putinar est basée sur le théorème des moments de [Sch2] pour
les compacts semi-algébriques. Pour démontrer ce dernier théorème, K. Schmüdgen
utilise un résultat de géométrie algébrique sur les ensembles semi-algébriques. Nous ne
pourrons donc pas appliquer directement cette méthode. On a besoin d’une condition
supplémentaire pour compenser la perte d’information (la « Positivstellensatz ») due
au passage au cas arbitraire. Pour ce faire, on peut introduire un polynôme p∞ de degré
pair tel que K ⊂ p−1

∞ (R+) et que p−1
∞ (R+) soit un nouveau compact (semi-algébrique
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celui-là). On prend par exemple un polynôme du type de celui utilisé par M. Putinar
et G. Cassier, c’est-à-dire :

(2.1.10)


p∞(t) = −a1t

2d
1 − · · · − ant

2d
n − r∞(t), ai > 0, i = 1, · · · , n,

p∞(t) > 0, ∀t ∈ K,
deg(r∞) < 2d.

2.1.2 Lemme : Soit φ une forme linéaire sur R[X]. Alors φ admet une mesure
positive de représentation sur K si et seulement si elle est semi-définie positive sur
S2

K + p∞S2.

Démonstration :
Si φ admet une mesure positive de représentation sur K, il est évident qu’elle sera
positive pour tout polynôme positif sur K. Elle sera donc, en particulier positive, sur
S2

K + p∞S2. Inversement, soit K ′ = p−1
∞ (R+). K ′ est un compact contenant K. Par le

théorème 1 de [Sch2], il existe une mesure positive µ telle que

(2.1.11) φ(r) =

∫
K′
r(t)dµ(t), ∀r ∈ R[X].

Par le théorème d’approximation de Weierstrass, on montre que supp(µ) ⊂ K grâce
à la positivité sur S2

K .

2.1.3 Lemme : Soit p un polynôme qui n’appartient pas à l’intérieur de (S2
K+p∞S2)∩

R(<2m)[X], pour tout m. Alors, il existe une forme linéaire φ sur R[X] qui soit positive
sur S2

K + p∞S2 et qui soit négative en p.

Pour des lemmes similaires, on peut se référer également à [Cas2] (qui fut le premier
à utiliser cette méthode), [Sch2], [Pu2], [Pu-Vas] et caetera.

Démonstration :
Il suffit de montrer que l’on peut appliquer le lemme 2.2.9 (i.e. : le lemme 4.1 de [Pu-
Vas2]). On définit le cône positif Cm = (S2

K + p∞S2) ∩ R(<2m)[X] et l’espace vectoriel
SK,m par Cm − Cm. On commence par vérifier :

(2.1.12)

 Cm − Cm ⊂ R(<2m)[X]
(S2

K + p∞S2)− (S2
K + p∞S2) = R[X]

Cm+1 ∩ SK,m = Cm

La première inclusion est évidente et entrâıne que les espaces SK,m sont de dimensions
finies. Ensuite, la seconde égalité provient du fait que (S2

K + p∞S2) contient, en parti-
culier, S2 et que pour tout polynôme p, on a : p = [(p+ 1)2 − (p− 1)2]/4. Enfin pour
la troisième propriété, on a :

(2.1.13)
Cm+1 ∩ SK,m ⊂ (S2

K + p∞S2) ∩ R(<2m+2)[X] ∩ R(<2m)[X]

⊂ (S2
K + p∞S2) ∩ R(<2m)[X] = Cm.

Comme l’inclusion inverse est évidente, on obtient bien l’égalité voulue. Il suffit main-
tenant de montrer que si on prend une forme linéaire φ positive sur Cm qui vérifie
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φ(1) = 0 alors φ est identiquement nulle sur SK,m. Pour toute la suite, on suppo-
sera m > max{1, deg(p∞)}, ce qui ne gêne en rien puisque nos cônes sont emboités
les uns dans les autres. Comme en particulier φ|S2 ≥ 0, on obtient par l’inégalité de
Cauchy-Schwarz :

(2.1.14) |φ(p)|2 ≤ φ(1)φ(p2) = 0, ∀p ∈ R(<m)[X].

Puis, nous allons travailler en augmentant le degré des polynômes. On prend le monôme
Xα avec |α| = m + 1. Soit i0 un entier tel que Xi0 apparaisse dans la décomposition
de Xα. Alors, on obtient :

(2.1.15) |φ(Xα)|2 ≤ φ(X2
i0
)φ(X2α−2ei0 ) = 0.

De manière plus générale, on suppose que φ(Xα) = 0 pour tout multi-indice vérifiant
|α| = m+ k − 1, k < m. Si on prend un multi-indice β vérifiant |β| = m+ k, on écrit
β = β1 + β2 avec |β1| = m et |β2| = k. Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
l’inégalité suivante :

(2.1.16) |φ(Xβ)|2 ≤ φ(X2β1)φ(X2β2) = φ(X2β1)× 0 = 0.

Alors on obtient φ(Xβ) = 0. Il ne reste plus qu’à prouver que φ(Xβ) = 0 pour |β| = 2m.
Par la positivité de φ sur p∞S2, on obtient de (2.1.10) :

0 ≤ φ(p∞) = φ(−X2m
1 ) + · · ·+ φ(−X2m

n ) ≤ 0,

ce qui se traduit par :

(2.1.17) φ(X2m
j ) = 0, ∀j = 1, · · · , n.

Pour achever la démonstration, on va montrer, par récurrence sur le nombre de va-
riables qui apparaissent, que φ(Xβ) = 0 pour |β| = 2m. Pour n = 1, c’est ce qui vient
d’être prouvé. Supposons que ce soit le cas pour l variables ; c’est-à-dire :

(2.1.18) φ(Xα1
1 · · ·Xαl

l ) = 0, ∀α1, · · · , αl ≥ 0, avec α1 + · · ·+ αl = 2m.

Soit le monôme Xα1
1 · · · , Xαl+1

l+1 avec α1+· · ·+αl+1 = 2m. Alors, on a soit α1+· · ·+αl ≥
m, soit αl+1 ≥ m. Si on est dans le second cas, on obtient par l’inégalité de Cauchy-
Schwarz :

(2.1.19) |φ(Xα1
1 · · ·Xαl+1

l+1 )|2 ≤ φ(X2α1
1 · · ·X2αl

l X
2αl+1−2m
l+1 ) φ(X2m

l+1) = 0,

par l’hypothèse de récurrence au rang 1. Si on est dans le premier cas, on choisit des
entiers positifs βi vérifiant βi ≤ αi (i = 1, · · · , l) et β1 + · · ·+ βl = m. Alors on utilise
une dernière fois l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir :
(2.1.20)

|φ(Xα1
1 · · ·Xαl+1

l+1 )|2 ≤ φ(X
2(α1−β1)
1 · · ·X2(αl−βl)

l X
2αl+1

l+1 ) φ(X2β1

1 · · ·X2βl

l ) = 0,

par l’hypothèse de récurrence au rang l appliquée au monôme X2β1

1 · · ·X2βl

l . En conclu-
sion, la forme linéaire φ est identiquement nulle sur R(<2m)[X], ceci implique donc que
la forme linéaire φ est nulle sur SK,m.
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On peut donc appliquer le lemme 4.1 de [Pu-Vas2], ce qui nous donne directement
le résultat voulu.

2.1.4 Remarque : En fait, on a montré un peu plus que le lemme 2.1.3. En effet, on
a prouvé que toute forme positive sur SK,m et qui s’annulait en 1 devait s’annuler sur
R(<2m)[X]. Si on munit R(<2m)[X] de sa norme euclidienne, et si on prend un élément
x dans l’orthogonal de SK,m (qui est un sous-espace vectoriel de R(<2m)[X]), la forme
φx(∗) = 〈x, ∗〉 est une forme positive sur SK,m qui s’annule en 1. Par ce qui vient d’être
vu, φx est identiquement nulle sur R(<2m)[X] ; ceci est équivalent à x = 0. Donc on a
l’égalité suivante :

(2.1.21) R(<2m)[X] = SK,m = Cm − Cm,

ceci pour tout m vérifiant m ≥ max(2; d).

2.1.5 Théorème : Tout polynôme strictement positif sur K est dans le cône positif
S2

K + p∞S2.

Démonstration :
Supposons que p /∈ S2

K + p∞S2. Alors, par le lemme précédent, il existe une forme
linéaire φ positive sur ce cône, vérifiant φ(p) ≤ 0. Mais par le lemme 2.1.2 (basé sur le
théorème 1 de [Sch2]), φ admet une représentation intégrale avec une mesure positive.
Alors, on obtient :

(2.1.22) φ(p) =

∫
K

p(t)dµ(t) > 0,

car le support supp(µ) de µ est non vide puisque φ est non identiquement nulle. Ceci
contredit le fait que φ(p) ≤ 0. Donc, on a bien p ∈ S2

K + p∞S2.

Comme corollaire de ce théorème, on retrouve le théorème 1.3 (de [Pu2]) de décomposition
de M. Putinar pour les polynômes positifs sur un compact semi-algébrique.
Dans ce qui suit, on va essayer de diminuer encore les cônes dans lesquels sont situés
les polynômes positifs sur K. On voudrait quand cela est possible remplacer S2 par
S2,0 où

(2.1.23) S2,0 = {|h(z, y)|2;h ∈ C[z, z̄]} ⊂ S2.

Pour ce faire, on va complexifier le problème (voir [Pu], [Pu2], [Atz]). Donc, on pose
z = (z1, · · · , z[n/2]) ∈ C[n/2] (y = 1 si n est pair et y = xn si non et [*] est la fonction
partie entière) avec zj = x2j−1 + ix2j. Soit I l’ensemble des entiers i tels que les
polynômes pi soient de la forme 1 − |h(z, y)|2 ou <h(z, y) avec h polynôme en [n/2]
variables. Soit J le complémentaire de I dans N. On pose alors :

(2.1.24) S2,0
K = S2 +

∑
i∈I

piS2,0 +
∑
i∈J

piS2 ⊂ S2
K .

On peut donner un lemme du type du lemme 3.1 de [Pu2] :
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2.1.6 Lemme : Soit φ une forme linéaire sur R[X] qui est positive sur S2 + p∞S2,0.
Alors, il existe une constante M , indépendante de φ, telle que φ soit positive sur le
cône S2 + (M − |x|2)S2,0 (avec |x|2 = x2

1 + · · ·+ x2
n).

2.1.7 Proposition : Soit φ une forme linéaire sur R[X]. Alors, φ admet une mesure
positive de représentation sur K si et seulement si elle est positive sur S2,0

K + p∞S2,0.

On suit la preuve du théorème 1.3 de [Pu2].

Démonstration : (n pair)
Si φ admet une mesure positive de représentation sur K, il est évident qu’elle sera
positive sur S2,0

K + p∞S2,0. Inversement, on peut prolonger φ par linéarité à C[z]. On
utilise alors la méthode de Gelfand-Naimark en posant 〈p, q〉 = φ(pq̄) pour tout
p, q ∈ C[z]. On quotiente ensuite C[z] par N = {p, φ(pp̄) = 0} et on complète pour
obtenir un espace de Hilbert. On pose Ti l’opérateur multiplication par zi sur C[z]/N .
Par le lemme précédent, on peut remarquer que ces opérateurs qui commutent, sont
bornés et qu’ainsi on peut les prolonger à tout l’espace. On note enfin que la fermeture
T̄i de Ti est normale, d’adjoint l’application multiplication par z̄i. On lui associe alors
une mesure spectrale E et on obtient :
(2.1.25)

φ(p) = 〈p(z, z̄)1, 1〉 = 〈p(T, T ∗)1,1〉 =

∫
σ(T )

p(z, z̄)d〈E(z)1,1〉 =

∫
σ(T )

p(z, z̄)dµ(z).

De plus la positivité de φ sur S2,0
K nous implique que le support de la mesure est en

fait inclus dans le compact K (c’est la proposition 2.4 de [Pu2] qui s’applique).
Si n est impair, on procède de la même manière, on ajoute juste l’opérateur Ty

multiplication par la variable y. Cet opérateur est symétrique borné, donc auto-adjoint
(il commute avec les opérateurs T1, · · · , T[n/2]) et on utilise la mesure spectrale jointe
de (Ty, T1, · · · , T[n/2]) pour obtenir la mesure de représentation.

2.1.8 Corollaire : Tout polynôme strictement positif sur K est dans le cône positif
S2,0

K + p∞S2,0.

Démonstration :
C’est la même démonstration que le théorème 2.1.5 mais au lieu d’utiliser le lemme
2.1.2, on applique la proposition précèdente 2.1.7.

Jusqu’à la fin de cette section, on ne s’occupera plus que de compacts semi-
algébriques.

2.1.9 Définition : Soit K = ∩0≤i≤mp
−1
i (R+) est un compact semi-algébrique, on

pose P = {p1, · · · , pm}. On dira que la paire (K,P) est représentable s’il existe un
polynôme p dans S2

K tel que p−1(R+) soit compact.

2.1.10 Proposition : Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un polynôme p dans S2
K tel que p−1(R+) soit compact.

(ii) Toute forme linéaire positive sur S2
K admet une mesure de représentation.
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(iii) Tout polynôme strictement positif sur K est dans S2
K.

Démonstration :
(i)⇒ (ii) Puisque p est dans S2

K , toute forme φ, positive sur S2
K , sera en particulier

positive sur S2 + pS2
K . Par le théorème de [Sch2], il existe une mesure positive de

support dans p−1(R+) qui vérifie

(2.1.26) φ(q) =

∫
p−1(R+)

q(t)dµ(t), ∀q ∈ R[X].

Enfin, la positivité sur S2
K assure que le support de µ est inclus dans K.

(ii)⇒ (iii) C’est la même méthode que dans [Cas2], [Pu2], [Sch2] et caetera. Il suffit
d’utiliser un lemme dû à G. Cassier ou une de ses variantes dans [Pu-Vas2].
(iii)⇒ (i) Il suffit de prendre par exemple le polynôme M − (t21 + · · · + t2n), avec M
suffisamment grand.

2.1.11 Exemples :
(1) C’est le cas du compact élémentaire K =

∏n
i=1[ai, bi] (ai, bi ∈ R) muni de la

famille P = (p1, · · · , p2n) où pi(t) = ti− ai et pn+i(t) = bi− ti (i = 1, · · ·n). En effet, si
on a une forme φ, positive sur S2

K , on peut utiliser la méthode de Gelfand-Naimark.
La positivité de la forme φ sur pn+iS2 nous assure que l’opérateur multiplication par la
variable ti est borné dans l’espace de Hilbert associé à φ. Et, en utilisant la mesure
spectrale associée à ces opérateurs, on obtient une mesure positive à support dans K.

(2) Dans le cas d’une seule variable, tout compact semi-algébrique muni d’une
quelconque famille de polynômes sera représentable (voir [Be-Ma]).

2.1.12 Remarque : Tout compact semi-algébrique admet une famille finie de po-
lynômes telle que le couple soit représentable. C’est le théorème de [Sch2]. Le problème
est que, d’une famille à m polynômes, on passe à une famille à 2m éléments.

(2.1.27) P =
{
pi1 · · · pik ; i1, · · · , ik ∈ {1, · · · ,m}, 0 ≤ k ≤ m

}
.

Enfin, on peut finir par quelques remarques sur le théorème 1.4 de [Pu2]. On com-
mence par donner une petite correction à l’énoncé. En effet, le théorème tel qu’il est
écrit n’est pas juste. Il faut lire :

2.1.13 Théorème : Soit K = ∩0≤i≤mp
−1
i (R+) un compact semi-algébrique de Rn.

Supposons que les polynômes soient tous de degré pair tels que pour tout ω ∈ Sn−1

(sphère unité dans Rn) il existe un iω tel que :

(2.1.28) p̃iω(ω) = lim
r→∞

pi(rω)

rdeg(piω )
< 0.

Alors le couple (K, {p1, · · · , pm}) est représentable.

Démonstration :
Il suffit de reprendre avec attention la démonstration de M. Putinar.
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Bien évidemment, comme le signale l’auteur, cette condition est loin d’être nécessaire.
Nous pouvons pour conclure cette section en donner un exemple simple. On se place
dans R2 et on pose :

(2.1.29)

{
p1(x, y) = y − x2

p2(x, y) = −y − x2 + 1

On pose K = p−1
1 (R+) ∩ p−1

2 (R+). On voit rapidement que K est un compact inclus
dans la boule de centre O et de rayon

√
2/2. De plus, on a p̃1(x, y) = −x2 = p̃2(x, y).

En particulier, ces deux polynômes s’annulent simultanément en (0, 1) et (0,−1). Un
calcul simple (dont on passera les détails) nous donne :

(2.1.30)

4− x2 − y2 =
[(x(1− y))2

3
+

(x(1 + y))2

3
+

2x2

3
+

5

2

]
+p1(x, y)

[1

2
+

(1− y)2

3

]
+ p2(x, y)

[7

6
+

(1 + y)2

3

]
.

On en déduit que 4− x2 − y2 est dans S2
K . Enfin, par la proposition 2.1.10, le couple

(K, {p1, p2}) est représentable.
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Partie II.2 Représentation sur un fermé non borné

En réponse au 17ième problème de Hilbert, E. Artin prouve que tout polynôme
positif peut s’écrire comme somme de carrés de fractions rationnelles. L’inconvénient
d’une telle décomposition provient du fait que l’on autorise toutes les fractions ration-
nelles. Dans cette partie, nous essayerons de donner une représentation plus précise de
polynômes qui sont strictement positifs sur des fermés de Rn en n’autorisant que des
fractions avec des dénominateurs « universels. »

Précisément, nous allons prouver que sous des conditions de positivité d’un po-
lynôme naturellement associé ou sur des conditions sur les coefficients dominants, on
peut écrire des polynômes strictement positifs sur Rn comme somme de fractions ra-
tionnelles avec des dénominateurs de la forme :

(1 + t21)
β1 · · · (1 + t2n)βn , βi ∈ Z+, i = 1, · · · , n.

Pour ce faire, on adapte des techniques de [Pu-Vas2], où le cas de polynômes homogènes
a été traité avec des fractions ayant des dénominateurs d’un autre type.

2.2.1 Notation : Si t = (t1, · · · , tn) sont les variables de Rn, Pour tout i = 1, · · · , n,
on pose :

θi(t) = (1 + t2i )
−1, t ∈ Rn.

On définit la fonction θ sur Rn par θ = (θ1, · · · , θn). Alors pour tout multi-indice
β = (β1, · · · , βn) dans Zn

+, on a :

θβ(t) = θβ1

1 (t) · · · θβn
n (t), t ∈ Rn

2.2.2 Proposition : On définit la famille de fractions rationnelles suivante :
(2.2.1)

tε1
1 t

ε2
2 · · · tεn

n

(1 + t21)
m1 · · · (1 + t2n)mn

, εi ∈
{

0, 1
}
, mi ∈ Z+, mi ≥ εi, i ∈ {1, · · · , n}.

Ces fonctions forment une famille libre. De plus, si Aθ est l’algèbre des fractions ra-
tionnelles bornées avec des dénominateurs de la forme [θβ(t)]−1, alors la famille (2.2.1)
est une base algébrique de Aθ.

Démonstration.
On va montrer cette proposition par récurrence sur la dimension n des variables de
départ. Pour n = 1, on prend un m-uplet (µ1, · · · , µm) dans Cm. Supposons que nous
ayons l’égalité suivante :

(2.2.2)
m∑

i=1

µi
tεi
1

(1 + t21)
mi

= 0.
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Si p est le minimum de l’ensemble {mi ; i ∈ {1, · · · ,m}}, p ne peut apparâıtre que
dans deux fractions seulement :

1

(1 + t21)
p

ou
t1

(1 + t21)
p
.

On note µr et µ
′
r les coefficients devant ces deux fonctions. Dans ce cas, l’égalité (2.2.2)

implique que l’on ait :
m∑

i=1

µi
tεi
1

(1 + t21)
mi−p

= 0.

Ceci implique la même égalité pour le passage à la limite :

lim
t1→∞

m∑
i=1

µi
tεi
1

(1 + t21)
mi−p

= 0.

D’un autre côté, cette limite vaut :

lim
t1→∞

m∑
i=1

µi
tεi
1

(1 + t21)
mi−p

= µr ou ∞ si µ
′

r 6= 0.

On en conclut que µr et µ
′
r sont tous les deux égaux à zéro. Il suffit maintenant de

réitérer ce procédé pour obtenir que chaque nombre complexe µr est nul. Ceci nous
permet donc d’initialiser la récurrence.

On suppose maintenant, que l’hypothèse de récurrence soit vraie jusqu’au rang
d− 1. Soient µ1, · · · , µl des nombres complexes qui vérifient l’égalité suivante :

l∑
p=1

µp
t
ε1,p

1 t
ε2,p

2 · · · tεd,p

d

(1 + t21)
m1,p · · · (1 + t2d)

md,p
=

l∑
p=1

µp
t
ε2,p

2 t
ε3,p

3 · · · tεd,p

d

(1 + t22)
m2,p · · · (1 + t2d)

md,p

t
ε1,p

1

(1 + t21)
m1,p

= 0.

On applique alors l’hypothèse de récurrence au rang 1, et on obtient :∑
Aε,m

µp
t
ε2,p

2 t
ε3,p

3 · · · tεd,p

d

(1 + t22)
m1,p · · · (1 + t2d)

md,p
= 0,

où Aε,m est l’ensemble des entiers p tels que (1 + t21)
−mtε1 apparaissent dans la fraction

correspondante. Ces ensembles Aε,m forment une partition de {1, · · · , l}. Ceci est vrai
pour chaque (d− 1)-uplet (t2, · · · , td). Comme l’hypothèse de récurrence est supposée
vraie au rang d− 1 , on obtient que µp est nul, quel que soit p = 1, · · · , l.

Pour vérifier que la famille est génératrice, on peut utiliser une récurrence. Dans
le cas d’une seule variable, si f ∈ Aθ, il peut s’écrire f(X) = P (X)(1 +X2)−m avec le
degré de P deg(P ) qui vérifie deg(P ) ≤ 2m. On fait alors la division euclidienne de P
par (1+X2)m pour obtenir l’égalité P (X) = q1(X)(1+X2)m+r1(X) avec deg(q1) = 0 et
deg(r1) ≤ 2m−1. Puis, on divise maintenant le reste r1 que l’on divise par (1+X2)m−1

pour obtenir r1(X) = q2(X)(1+X2)m−1 +r2(X) avec deg(q2) ≤ 1 et deg(r2) ≤ 2m−3.
On réitère le procédé pour obtenir pour tout k vérifiant 1 ≤ k ≤ m− 1 :

rk(X) = qk+1(X)(1 +X2)m−k + rk+1(X),
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avec deg(qk) ≤ 1 et deg(rk) ≤ 2(m − k) − 1. Finalement, on peut écrire le polynôme
P sous la forme suivante :

P (X) =
m∑

k=1

qk(X)(1 +X2)m−k+1 + rm(X), deg(qk) ≤ 1, deg(rm) ≤ 1.

Et donc, on a bien l’écriture suivante pour f :

f(X) =
m∑

k=1

qk(X)

(1 +X2)k−1
+

rm(X)

(1 +X2)m
,

où les numérateurs des fractions rationnelles sont bien de degré inférieur à 1.

Pour passer du rang n au rang n + 1, c’est la même chose que pour montrer que
la famille est libre. Si f ∈ Aθ, il peut s’écrire f(X1, · · · , Xn+1) = P (X1, · · · , Xn+1)(1 +
X2

1 )−m1 · · · (1+X2
n+1)

−mn+1 . Puis, on regarde P comme un polynôme d’une variable X1

à coefficient dans l’anneau des polynômes de R[X2, · · · , Xn+1]. On utilise la méthode
précédente (ceci est en effet possible car les polynômes (1 +X2

1 )−k (1 ≤ k ≤ m1) par
lesquels on divise sont unitaires dans R[X2, · · · , Xn+1][X1]) et l’hypothèse de récurrence
au rang n (avec les variables X2, · · · , Xn+1) pour conclure sur l’aspect générateur de
la famille de la proposition 2.2.2 dans l’algèbre Aθ.

2.2.3 Remarque : Si λ est une forme linéaire définie sur Aθ, λ est complétement
déterminée par ses valeurs (via la proposition 2.2.2) :

a(ε1,···,εn)
m1,···,mn

= λ
( tε1

1 t
ε2
2 · · · tεn

n

(1 + t21)
m1 · · · (1 + t2n)mn

)
,

qui sont appelées les « moments » de la forme λ.

2.2.4 Définition : On notera par Φ(t1, · · · , tn) = [Φp,q(t1, · · · , tn)]1≤p≤n,1≤q≤4 la fonc-
tion de Rn à valeurs dans R4n définie par la matrice suivante :

(2.2.3) Φ(t1, · · · , tn) =


1

(1 + t21)

t1
(1 + t21)

t1
(1 + t21)

t21
(1 + t21)

...
...

...
...

1

(1 + t2n)

tn
(1 + t2n)

tn
(1 + t2n)

t2n
(1 + t2n)


La fonction Φ peut être vue comme ayant des valeurs dans l’ensemble Mn×4 où

Mn×4 est l’espace des matrices à n lignes et 4 colonnes. Les deuxième et troisième
colonnes de cette matrice sont identiques. On utilise ceci ultérieurement afin d’obtenir
des informations sur le spectre joint d’un multi-opérateur borné (voir théorème 2.2.7).

2.2.5 Lemme : La fonction Φ est une injection de Rn. De plus, son image est donnée
par l’égalité :

(2.2.4) Φ(Rn) =


xi,1 > 0, xi,2 = xi,3 ∀i ∈ {1, · · · , n},

x2
i,1 + x2

i,2 + x2
i,3 + x2

i,4 = 1 ∀i ∈ {1, · · · , n},
x2

i,1 + x2
i,2 = xi,1 ∀i ∈ {1, · · · , n},

xi,4 ≥ 0 ∀i ∈ {1, · · · , n},

 .
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Démonstration.
Pour prouver l’injectivité, il suffit de remarquer que si [xp,q]1≤p≤n,1≤q≤4 est dans l’image
de Φ, on a [xp,q]1≤p≤n,1≤q≤4 = Φ(t1, · · · , tn) où (t1, · · · , tn) est donné par :

ti =
xi,2

xi,1

, i ∈ {1, · · · , n}.

Pour ce qui est de la description de l’image de Φ, il suffit d’utiliser les deux égalités
sur les fractions suivantes (pour tout i = 1, · · · , n) :

1

1 + t2i
=

( 1

1 + t2i

)2

+
( ti

1 + t2i

)2

et
( 1

1 + t2i

)2

+ 2
( ti

1 + t2i

)2

+
( t2i

1 + t2i

)2

= 1.

On définit alors des applications (B̃p,q)p,q sur l’algèbre Aθ grâce aux relations sui-
vantes :

(2.2.5) Aθ 3 f → B̃p,q(f) = Φp,qf ∈ Aθ.

De l’égalité (2.2.4), on obtient que :

(2.2.6)
∑

1≤p≤n,1≤q≤4

Φ2
p,q = n.

2.2.6 Remarque : Si f est une fonction de Aθ, f peut toujours s’écrire sous la forme
P ◦Φ où P est un polynôme de 4n variables. Cette représentation n’est clairement pas
unique. Par exemple :

t2i
(1 + t2i )

2
=

t2i
1 + t2i

1

1 + t2i
=

ti
1 + t2i

ti
1 + t2i

.

De plus, il est évident que l’on peut choisir le polynôme P avec seulement 3n variables
en utilisant la « symétrie » de Φ(t1, · · · , tn).

2.2.7 Théorème : Soit λ une forme linéaire définie sur Aθ. Soit H l’ensemble inclus
dans RN , (avec N = 4n) donné par H =

⋃n
i=1Hi si on pose :

Hi =
{
x = [xp,q] ; xi,1 = xi,2 = xi,3 = 0, xi,4 = 1, ||x||2 = n

}
, i ∈ {1, · · · , n}.

Si λ est semi-définie positive, il existe une première mesure ρ, à support dans Rn, et
une seconde ν à support dans H (où H est inclus RN avec N = 4n) telles que pour
tout polynôme P ∈ CN [X], on ait :

(2.2.7) λ(P ◦ Φ) =

∫
Rn

(P ◦ Φ)dρ+

∫
H

Pdν.

Démonstration.
Soit λ une forme linéaire semi-définie positive sur Aθ. On a pour tout multi-indice
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positif β : λ(θβ|f 2|) ≥ 0. En effet, il suffit de remarquer que θβ = Φβ1

1,1Φ
β2

2,1 · · ·Φ
βn

n,1 et
que chaque Φi,1 (i = 1, · · · , n) peut s’écrire comme somme de deux carrés : i = 1, · · · , n.

Par la transformation de Gelfand-Naimark, on définit un espace de Hilbert
Hλ associé à la forme linéaire positive λ (voir (1.2.8) jusque (1.2.11)). On peut définir
des opérateurs (Bp,q)p,q sur Hλ de la même manière que l’on a défini les applications
(B̃p,q)p,q sur Aθ. Ces opérateurs (Bp,q)p,q sont, en fait, bornés, auto-adjoints et ils
commutent entre eux. De plus, ils vérifient les propriétés suivantes :

(2.2.8) B2
p,1 +B2

p,2 +B2
p,3 +B2

p,4 = I, p = 1, · · · , n.

(2.2.9) B2
p,1 +B2

p,2 = Bp,1, p = 1, · · · , n.

(2.2.10) Bp,2 = Bp,3, p = 1, · · · , n.

(2.2.11) −I ≤ Bp,q ≤ I, pour (p, q) tel que 1 ≤ p ≤ n, 2 ≤ q ≤ 3.

(2.2.12) 0 ≤ Bp,q ≤ I, pour (p, q) tel que 1 ≤ p ≤ n, q ∈ {1, 4}.

(2.2.13)
∑

1≤p≤n,1≤q≤4

B2
p,q = nI.

Les propriétés (2.2.8), (2.2.9) et (2.2.10) proviennent des relations similaires de l’image
Φ(Rn) (voir (2.2.4)). Pour les autres relations, on prend deux éléments f et g dans Aθ,
et on note par f̃ et g̃ ceux de Aθ/N définis par f +N et g+N , respectivement. Alors,
on obtient :

〈Bp,qf̃ , g̃〉λ = λ(Φp,qf.ḡ) = λ(f.Φp,qg) = 〈f̃ , Bp,qg̃〉λ.

On en conclut que les opérateurs (Bp,q)p,q sont symétriques. Afin de simplifier les
notations, on peut toujours supposer que p vaut 1. Pour les autres opérateurs, la
preuve est la même à cause la « symétrie » de la famille.)

Comme nous avons l’égalité :

Φ2
1,1 + Φ2

1,2 + Φ2
1,3 + Φ2

1,4 = 1,

en utilisant la linéarité de λ et le fait que chaque polynôme Φ1,j est à valeurs réelles,
on obtient les relations suivantes :

||f̃ ||2λ = ||Φ1,1f +N||2λ + ||Φ1,2f +N||2λ + ||Φ1,3f +N||2λ + ||Φ1,4f +N||2λ

= ||B1,1f̃ ||2λ + ||B1,2f̃ ||2λ + ||B1,3f̃ ||2λ + ||B1,4f̃ ||2λ.

On en déduit que les B1,q, pour q dans {1, · · · , 4}, sont des contractions, et donc en
particulier des opérateurs bornés.
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Il ne nous reste plus maintenant qu’à prouver les relations (2.2.11), (2.2.12) et
(2.2.13). Comme l’on sait que Φ1,1 = Φ2

1,1 + Φ2
1,2, une fois de plus, en utilisant la

linéarité de λ, on en déduit que :

〈B1,1f̃ , f̃〉λ = λ(Φ1,1ff̄) = λ(Φ2
1,1ff̄) + λ(Φ2

1,2ff̄) = ||B1,1f̃ ||2λ + ||B1,2f̃ ||2λ ≥ 0.

De plus, comme B1,1 est une contraction auto-adjointe, il s’ensuit l’inégalité : 0 ≤
B1,1 ≤ I. Pour B1,4 c’est exactement le même procédé qui fonctionne puisque Φ1,4

peut s’écrire Φ2
1,3 + Φ2

1,4. En utilisant la relation (2.2.8), on peut montrer que B1,2 et
B1,3 satisfont à :

B2
1,2 +B2

1,3 ≤ I.

Ceci revient à dire :
−I ≤ B1,2 = B1,3 ≤ I.

Enfin, pour ce qui est de (2.2.13), il nous suffit d’utiliser (2.2.6). Comme toutes ces
égalités et inégalités sont vraies sur le quotient Aθ/N qui est un sous-espace dense
de Hλ, ces relations sont également valables sur Hλ en utilisant la continuité des
opérateurs.

On notera par B la famille commutative formée par les opérateurs auto-adjoints
bornés (Bp,q)1≤p≤n,1≤q≤4. On notera σ(B) le spectre joint de B. Bien évidemment, σ(B)
est un sous-ensemble compact de (R4)n. De plus, en utilisant la théorie de Gelfand,
on voit que chaque élément du spectre joint est, soit inclus dans Φ(Rn), soit inclus
dans au moins un des Hi. Pour ceci, prenons un x ∈ σ(B), et soit γ un caractère
(forme linéaire multiplicative) associé à x. On notera par (γi,j)1≤i≤n,1≤j≤4 la famille
(γ(Bi,j))1≤i≤n,1≤j≤4. En utilisant les propriétés (2.2.8), (2.2.9), (2.2.10) et (2.2.12), on
montre que x = (γi,j)1≤i≤n,1≤j≤4 est dans Φ(Rn) si et seulement si chaque γi,1 est non
nul ; si x n’est pas dans Φ(Rn), il existe un entier i0 dans {1, · · · , n} tel que γi0,1 = 0.
Alors, en utilisant (2.2.9) γi0,2 = γi0,3 = 0 et en appliquant les relations (2.2.8) et
(2.2.12), on obtient également que γi0,4 = 1. Par conséquent, x est dans Hi0 . Ceci se
résume par l’inclusion :

(2.2.14) σ(B) ⊆ Φ(Rn) ∪H, Φ(Rn) ∩H = ∅.

On définit alors deux boréliens σ0 et σ1 de RN :{
σ0 = σ(B) ∩H,

σ1 = σ(B) ∩ Φ(Rn).

Comme B est une famille commutative d’opérateurs auto-adjoints, B admet une me-
sure spectrale jointe E. On peut noter que σ0 et σ1 sont deux ensembles disjoints.
Par eux, on définit deux mesures positives en posant pour tout ensemble τ de la tribu
borélienne de RN : {

ν(τ) = 〈E(τ ∩ σ0)1,1〉λ.
µ(τ) = 〈E(τ ∩ σ1)1,1〉λ,

Par un changement de variables, on construit une troisième mesure positive ρ par les
égalités :

ρ(τ ′) = µ(Φ(τ ′)), ∀τ ′ borélien de Rn.
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On peut noter que ρ est bien une mesure puisque Φ est une bijection de Rn sur Φ(Rn)
par le lemme 2.2.5, et par conséquent on peut toujours écrire :

ρ(τ ′) = µ
(
[Φ−1]−1(τ ′)

)
.

Alors, nous obtenons :

λ(P ◦ Φ) = 〈P (B).1,1〉λ =

∫
RN

P.d〈E.1,1〉λ.

De plus, on sait que :

〈E(τ)1,1〉λ = 〈E(τ ∩ σ0)1,1〉λ + 〈E(τ ∩ σ1)1,1〉λ.

Par conséquent, λ(P ◦ Φ) peut s’écrire :

λ(P ◦ Φ) =

∫
Φ(Rn)

P dµ+

∫
RN

P dν.

Comme ν est à support dans H et µ dans Φ(Rn), cela revient à :

λ(P ◦ Φ) =

∫
Φ(Rn)

P dµ+

∫
H

P dν =

∫
Rn

(P ◦ Φ) dρ+

∫
H

P dν.

Et, par conséquent, on obtient bien la représentation désirée sous forme d’intégrales :

λ(P ◦ Φ) =

∫
Rn

(P ◦ Φ) dρ+

∫
H

P dν.

2.2.8 Corollaire : Soit (τ1, · · · , τm) un m-uplet de fractions à coefficients réels dans
Aθ. Soit Tj un polynôme à 4n variables tel que τj = Tj ◦ Φ, pour j dans {1, · · · ,m}.
Supposons, enfin, que λ soit une forme linéaire semi-définie positive sur Aθ telle que
l’on ait : λ(τj|f 2|) ≥ 0, ∀j ∈ {1, · · · ,m}.

Alors, on peut trouver deux mesures positives ρ et ν, à supports respectifs dans
∩j(Tj ◦Φ)−1(R+) et ∩jT

−1
j (R+) telles que, pour tout polynôme P dans CN [X], on ait :

(2.2.15) λ(P ◦ Φ) =

∫
I

(P ◦ Φ) dρ+

∫
H′
P dν,

où I et H ′ sont les ensembles
⋂
j

(Tj ◦ φ)−1(R+) et H ∩
⋂
j

T−1
j (R+) respectivement.

Démonstration.
Comme λ(τj|f 2|) est positif pour tout entier j ∈ {1, · · · ,m}, on obtient que les
opérateurs (Tj(B))j sont des opérateurs positifs également ; en effet :

〈Tj(B)f̃ , f̃〉λ = 〈Tj ◦ Φf̃ , f̃〉λ = 〈τj f̃ , f̃〉λ = λ(τj|f |2) ≥ 0.
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A nouveau, on va utiliser la théorie des caractères de Gelfand. Si γ en est un, on
obtient en utilisant la linéarité et la multiplicativité que Tj(γ(B)) = γ(Tj(B)) ≥ 0. On
en déduit que γ(B) est inclus dans T−1

j (R+), et par conséquent, la mesure spectrale

associée au spectre joint σ(B) a son support inclus dans ∩jT
−1
j (R+).

Maintenant que l’on a décrit les formes linéaires semi-définies positives sur l’algèbre
Aθ, on peut utiliser cette décomposition en somme de deux intégrales par rapport à des
mesures positives pour décrire la structure de certains polynômes strictement positifs.

On commencera par rappeler un lemme dû à M. Putinar et F.-H. Vasilescu
(voir lemme 4.1 de [Pu-Vas2] qui formalise une idée de G. Cassier dans [Cas2]).

2.2.9 Lemme (Putinar-Vasilescu 1999) : Soit S un espace vectoriel réel, et soit C
un cône positif convexe inclus dans S tel qu’il vérifie l’égalité S = C−C. Supposons que
l’on puisse écrire C sous la forme ∪d≥1Cd où les Cd sont également des cônes convexes,
tels que l’ensemble Sd = Cd − Cd soit un espace vectoriel de dimension finie, ceci pour
tout entier d ≥ 1.

Notons par int(Cd) l’intérieur de Cd en tant que sous-ensemble de l’espace euclidien
Sd.

Supposons qu’il existe un élément ξ ∈ C1 qui vérifie, pour tout d strictement positif
et pour toute forme linéaire non identiquement nulle de S∗d qui est positive sur Cd,
ϕ(ξ) > 0.

Soit r0 ∈ Sd0\int(Cd0), où d0 est un entier strictement positif ; alors il existe une
forme linéaire χ définie sur S et à valeurs dans R telle que χ(r0) ≤ 0 et telle que χ
soit strictement positive sur int(Cd) pour tout entier d plus grand que d0.

En particulier, la restriction de la forme χ à C est positive.

2.2.10 Définition : Pour tout entier positif d, on définit l’espace vectoriel Fd en
posant :

Fd = {g(t) =
∑
α,β

aα,βt
αθ(t)β tel que α ≤ 2β ≤ 4D}, D = (d, · · · , d).

Si P est un polynôme défini sur Rn, on notera par δj(P ) le degré de P en tant que po-
lynôme en une seule variable Xj à coefficients dans l’anneau euclidien R[X1, · · · , Xj−1,
Xj+1, · · · , Xn]. De plus, on notera par δ(P ) (et on l’appellera le multi-degré de P ), le
multi-indice suivant :

(2.2.16) δ(P ) = {δ1(P ), · · · , δn(P )}.

Soit C le cône positif engendré par les éléments de la forme r2 (r ∈ Aθ) et
Pjθ

γ(Pj)/2s2 (s ∈ Aθ), où les polynômes P1, · · · , Pk sont réels et fixés à multi-degrés
pairs.

De la même manière, on notera par Σ le cône positif inclus dans C engendré par
les éléments de la forme r2 (r ∈ Aθ).

Enfin, si P est un polynôme qui s’écrit P (X) =
∑

α

gαX
α tel que son multi-degré
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soit pair, on définit le polynôme P̃ en 3n variables par la formule :

(2.2.17) P̃ (X, Y, Z) =
∑

α

gαX
βY α−2βZ

δ(P )
2

+β−α,

le polynôme P̃ sera appelé dans cette section polynôme associé à P. De façon équivalente,
on peut écrire P̃ sous la forme :

(2.2.18) P̃ (X, Y, Z) = Z
δ(P )

2

∑
α

gα(
X

Z
)β(

Y

Z
)α−2β,

où β est le multi-indice ([α1

2
], · · · , [αn

2
]) ( [.] représente la fonction partie entière ). Dans

la suite, ce polynôme P̃ sera composé à droite par la fonction Φ ( en regardant P̃
comme un polynôme à 4n variables). Afin de bien comprendre la façon de composer,
il est plus simple de réindexer les différentes variables. En se souvenant que chaque
élément de Φ(Rn) peut se mettre sous forme matricielle x = [xp,q]1≤p≤n,1≤q≤4, on écrira
P̃ de la manière suivante :

(2.2.19)

P̃ (X1,1, · · · , Xn,4)

=
∑

α

gαX
β1

1,4 · · ·X
βn

n,4X
α1−2β1

1,2 · · ·Xαn−2βn

n,2 X
δ1(P )

2
+β1−α1

1,1 · · ·X
δn(P )

2
+βn−αn

n,1 .

Cela signifie que les n-variables X, Y et Z vont jouer le rôle de (Φ1,4(t), · · · ,Φn,4(t)),
(Φ1,2(t), · · · ,Φn,2(t)) et (Φ1,1(t), · · · ,Φn,1(t)) respectivement. Alors un calcul simple
permet de relier P̃ et P. Si on a P , alors :

(2.2.20) P (t)θ
δ(P )

2 (t) = P̃ ◦ Φ(t), ∀t ∈ Rn.

Si on connait P̃ , on peut retrouver P par :

(2.2.21) P̃ (t′, t, 1) = P (t), ∀t ∈ Rn,

où t′ vaut (t21, · · · , t2n).
On peut noter, enfin, que la formule (2.2.19) nous donne un moyen explicite de

trouver P̃ pour un P donné.

2.2.11 Théorème : Soit (P1, · · · , Pk) un k-uplet de polynômes de multi-degrés pairs
2D1, · · · , 2Dk respectivement. Supposons que P soit un polynôme strictement positif sur
∩k

i=1P
−1
i (R+) \ {0}, de multi-degré 2D. Si P̃1, · · · , P̃k, P̃ sont les polynômes associés à

P1, · · · , Pk et P respectivement, et si ce dernier vérifie P̃ (t) > 0 pour tout t dans H ∩
∩k

i=1P̃i
−1

(R+) où H a été défini au théorème 2.2.7 alors, il existe un multi-indice positif
M et un nombre fini de polynômes à coefficients réels notés {ql}l∈L et {qi,l}i∈{1,···,k},l∈L′

tels que :

(2.2.22) P (t) = θ(t)2M(
∑
l∈L

q2
l (t) +

k∑
i=1

∑
l∈L′

Pi(t)q
2
i,l(t)), t ∈ Rn,M ∈ Zn

+.
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Démonstration.
On va commencer par montrer que l’on peut appliquer le lemme 2.2.9 et donc vérifier
que toutes les hypothèses sont bien satisfaites. Pour ce faire, on pose Cd = C ∩ Fd

et Sd = Cd − Cd. De manière évidente, Sd est un espace vectoriel. De plus, comme
nous avons les inclusions Cd ⊂ Sd ⊂ Fd, Sd est de dimension finie. Pour prouver que
Aθ = C − C, il suffit de remarquer que tout élément f de S peut s’écrire :

f =
1

4

(
[f + 1]2 − [f − 1]2

)
.

L’ensemble (Cd+1∩Sd) est inclus dans (Cd+1∩Fd) = (C ∩Fd+1∩Fd). On en déduit que
(Cd+1∩Sd) = (C ∩Fd) = Cd. De plus, grâce aux trois inclusions suivantes (Cd+1∩Sd) ⊂
Cd, Cd ⊂ Cd+1 et Cd ⊂ Sd, on obtient (Cd+1 ∩ Sd) = Cd.

Il nous faut maintenant trouver un élément ξ ∈ C1 tel que, pour tout entier stric-
tement positif d et pour toute forme linéaire non nulle ϕ dans S∗d qui est positive sur
Cd, on ait ϕ(ξ) > 0.

Prenons ξ = 1, et fixons un entier naturel d. Soit ϕ une forme de S∗d qui s’annule
en ξ, ϕ(ξ) = 0. On va prouver que ϕ est identiquement nulle sur Sd. Pour cela, il suffit
de prouver que ϕ = 0 sur C.

On définit la fonction F 2D(t) = (1+ t21)
2d · · · (1+ t2n)2d ; alors F 2D(t) est une somme

de carrés où apparaissent les monômes t2α = t2α1
1 · · · t2αn

n pour tout αi plus petit que
2d (i = 0, · · · , n). Alors, on obtient :

1− t2α

F 2D(t)
∈ Cd, ∀α ≤ 2D.

Comme nous avons supposé que ϕ(1) = 0, on en déduit la positivité de −ϕ[
t2α

F 2D(t)
] ≥

0. Or on a également : ϕ[
t2α

F 2D(t)
] = ϕ[(

tα

FD(t)
)2] ≥ 0. En conclusion, cela démontre

l’égalité suivante :

(2.2.23) ϕ[
t2α

F 2D(t)
] = 0, ∀α ≤ 2D.

Soient α ≤ 2D et β ≤ 2D deux multi-indices. Alors les fractions tα

F D(t)
et tβ

F D(t)
sont

dans Fd. Pour tout nombre µ ∈ R, on a :

ϕ[(
tα

FD(t)
+ µ

tβ

FD(t)
)2] = µ2ϕ[

t2β

F 2D(t)
] + 2µϕ[

tα+β

F 2D(t)
] + ϕ[

t2α

F 2D(t)
] ≥ 0.

Grâce à l’égalité (2.2.23), nous obtenons :

ϕ[
t2β

F 2D(t)
] = ϕ[

t2α

F 2D(t)
] = 0.

Comme pour tout nombre réel µ, µϕ[
tα+β

F 2D(t)
] est positif, il en découle :

(2.2.24) ϕ[
tα+β

F 2D(t)
] = 0, ∀α ≤ 2D, ∀β ≤ 2D.
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Si maintenant, on a α ≤ 4D, on découpe α en α1 + α2 avec α1 ≤ 2D et α2 ≤ 2D. En
appliquant le résultat précédent à α1 et α2 on obtient :

(2.2.25) ϕ[
tα1+α2

F 2D(t)
] = ϕ[

tα

F 2D(t)
] = 0, ∀α ≤ 4D.

Il ne nous reste plus qu’à prouver que ϕ[ tα

F β(t)
] est nul quand α ≤ 2β ≤ 4D. Pour ce

faire, pour tout i ∈ {1, · · · , n}, on écrit βi = 2ki + εi, avec εi ∈ {0, 1}. Alors, on peut
donner les égalités :

tα

F β(t)
=

n∏
i=1

tαi
i

F 2ki+εi
i (t)

, où Fi(t) = 1 + t2i ,

tα

F β(t)
=

n∏
i=1,εi=0

tαi
i

F 2ki+εi
i

.
n∏

i=1,εi=1

tαi
i

F 2ki+εi
i (t)

.

Soit I l’ensemble des entiers i tels que εi = 0, et soit I ′ l’ensemble des entiers i tels
que εi = 1. Si (e1, · · · , en) est la base canonique de Rn, on décompose en deux cas :

(a) Si i ∈ I, de l’inégalité α ≤ 2β ≤ 4D, on obtient αi ≤ 4ki ≤ 4d. On a alors :

tαi
i

F (2ki)ei(t)
=
tαi
i F

(2d−2ki)ei(t)

F (2d)ei(t)
,

où le degré du numérateur est αi + 2(2d− 2ki), qui est toujours inférieur à 4d.
(b) Si i ∈ I ′, grâce à α ≤ 2β ≤ 4D, on en déduit αi ≤ 4ki + 2 ≤ 4d.

tαi
i

F (2ki+1)ei(t)
=

tαi
i F

ei(t)

F (2ki+2)ei(t)
.

Comme 2ki + 1 ≤ 2d, 2ki + 2 ≤ 2d, et on voit :

tαi
i

F (2ki+1)ei(t)
=
tαi
i F

ei(t)F (2d−2ki−2)ei(t)

F (2d)ei(t)
,

où le degré du numérateur est αi+2+2.(2d−2ki−2), ce qui n’excède pas 4d également.
Si on utilise, maintenant, l’écriture :

tα

F β(t)
=
tαF 2D−β(t)

F 2D(t)
,

quand α ≤ 2β ≤ 4D, on peut utiliser les égalités (2.2.25) pour en conclure :

(2.2.26) ϕ[
tα

F β(t)
] = 0 quand α ≤ 2β ≤ 4D.

Par conséquent ϕ est identiquement nul sur Fd. On peut donc appliquer le lemme 2.2.9
à notre cadre.

Nous avons clairement Pθδ(P )/2 qui est inclus dans Fd = Sd. Supposons que Pθδ(P )/2

ne soit pas dans Int(Cd) ; par le lemme 2.2.9, il existe alors une forme linéaire Ψ
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définie sur Aθ et à valeurs dans C telle que sa restriction à C soit positive et telle
que Ψ(Pθδ(P )/2) soit négative. Grâce à la positivité de Ψ sur C, on peut appliquer le
corollaire 2.2.8. Ceci entrâıne qu’il existe deux mesures positives ρ et ν telles que l’on
ait :

(2.2.27) Ψ(Pθδ(P )/2) =

∫
I

P̃ ◦ Φ(t) dρ(t) +

∫
H′
P̃ (x) dν(x),

où P̃ ◦ Φ = Pθδ(P )/2, I = ∩jP
−1
j (R+) et H ′ = H ∩

⋂
j P̃j

−1
(R+). Si le support de ν

est vide, alors le spectre σ(B) est complètement inclus dans l’image par Φ du support
supp(ρ) de ρ, qui est un ensemble compact non vide. Mais on a supposé que P était
strictement positif sur l’ensemble I, donc il en est de même pour la fonction Pθδ(P )/2

qui est P̃ ◦ Φ. Dans ces conditions, on a :∫
I

P̃ ◦ Φ(t) dρ(t) > 0.

Si ν a un support non vide, comme nous avons supposé que P̃ (x) > 0 sur supp(ν), on
a : ∫

H′
P̃ (x) dν(x) > 0.

Les deux mesures ne peuvent avoir toutes les deux un support vide simultanément car
σ(B) est non vide. Dans tous les cas, on obtient :

(2.2.28) 0 ≥ Ψ(Pθ
δ(P )

2 ) =

∫
Rn

P̃ ◦ Φ dρ+

∫
H

P̃ dν > 0.

Comme ceci est clairement impossible, on en déduit que Pθδ(P )/2 est dans l’intérieur
d’au moins un Cd, et en particulier dans un Cd. Par conséquent, il existe un nombre
fini d’éléments dans Aθ, {ql}l∈L et {qi,l}i∈{1,···,k},l∈L′ , tel que :

P (t)θ(t)δ(P )/2 =
∑
l∈L

q2
l (t) +

k∑
i=1

∑
l∈L′

Pi(t)θ(t)
δ(Pi)/2q2

i,l(t), ∀t ∈ Rn,

ce qui revient à écrire que :

(2.2.29) P (t) =
∑
l′∈L1

q2
1,l′(t) +

k∑
i=1

∑
l′∈L′

1

Pi(t)θ(t)
δ(Pi)/2q2

1,i,l′(t), ∀t ∈ Rn,

où les {q1,l′}l′∈L1 et les {q1,i,l′}i∈{1,···,k},l′∈L′
1
ne sont pas nécessairement dans Aθ (puisque

le fait de multiplier par θ(t)δ(P )/2 ne nous permet plus de dire que ces fractions sont
nécessairement bornées), mais leurs dénominateurs restent de la forme [θ(t)F ]−1 ( F ∈
Zn

+). En mettant tout au même dénominateur, en utilisant le fait que chaque δ(Pi) est
pair, on obtient :

(2.2.30) P (t) = θ(t)2M(
∑
l′∈L′

r2
l′(t) +

k∑
i=1

∑
l′∈L′

Pi(t)r
2
i,l′(t)), t ∈ Rn,

73



où les {rl′ , ri,l′}l′∈L′,i∈{1,···,k} sont polynômes de Rn[X].

2.2.12 Corollaire : Si P est un polynôme en n variables tel que son polynôme associé
P̃ est strictement positif sur RN \ {0}, alors il existe un multi-indice M dans Zn

+ tel
que l’on ait :

P (t) = θ(t)2M{
∑
l∈L

q2
l (t)}, ∀t ∈ Rn,

où les {ql}l∈L sont des polynômes de Rn[X].

Démonstration.
Comme P̃ est strictement positif sur RN \ {0}, P est strictement positif sur Rn grâce
à l’égalité (2.2.21). En particulier le multi-degré de P doit être pair. On peut donc
appliquer le résultat précédent avec pour polynômes (Pj)j le monôme identiquement
nul.

Le résultat suivant montre que, sous certaines conditions sur (uniquement) les
coefficients dominants, on peut avoir une représentation du type de celle du théorème
2.2.11.

2.2.13 Théorème : Soit P un polynôme strictement positif sur Rn tel que l’on puisse
l’écrire sous la forme :

P (t) = (
∑

ε∈{0,1}n\{0}

bεM t
2εM) + Q(t),

où les réels bεM sont strictement positifs pour tout ε . Si 2M = (2m1, · · · , 2mn) est le
multi-degré de P , on supposera que δ(Q) < 2M .

Alors, il existe un multi-indice N dans Zn
+ tel que l’on ait :

P (t) = θ2N(t){
∑
l∈L

q2
l (t)}, t ∈ Rn,

où les (ql)l∈L sont des polynômes de Rn[X].

Démonstration.
Soit δ(P ) le multi-degré de P, δ(P ) = (2m1, · · · , 2mn). Alors la fraction P (t)θ

δ(P )
2 (t)

est dans l’algèbre Aθ. Soit Σ le cône positif défini au début de la section. Comme dans
le théorème 2.2.11, on peut utiliser le lemme 2.2.9 en posant Σd = Fd ∩Σ. Supposons
que P (t)θδ(P )/2(t) ne soit pas dans Int(Σd), alors il existe une forme linéaire Ψ de Aθ

dans C telle que sa restriction à Σ soit positive et telle que Ψ(Pθδ(P )/2) soit négative.
Grâce à la positivité de Ψ sur Σ, le théorème 2.2.7 est applicable. Ceci entrâıne

qu’il existe deux mesures positives ρ et ν telles que l’on ait :

Ψ(Pθδ(P )/2) =

∫
Rn

P̃ ◦ Φ(t) dρ(t) +

∫
H

P̃ (x) dν(x)

=

∫
Rn

P (t)θδ(P )/2(t) dρ(t) +

∫
H

P̃ (x) dν(x).
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Si supp(ρ) n’est pas vide, alors on a :∫
Rn

P (t)θδ(P )/2(t) dρ(t) > 0.

Dans le cas contraire, forcément nous avons supp(ν) 6= ∅ ; soit ζ ∈ supp(ν), ζ ∈ (R4)n.
Alors, il existe un entier j0 dans {1, · · · , n} tel que :

(2.2.31) (ζj0,1, ζj0,2, ζj0,3, ζj0,4) = (0, 0, 0, 1)

(de la décomposition de σ(B) en deux parties disjointes incluses respectivement dans
Φ(Rn) et dans H). Par un changement d’indices, on peut toujours supposer que j0 = 1.
On notera par M ′ le multi-indice (m2, · · · ,mn). Dans ce cas, on a :

(2.2.32)

P (t)θ
δ(P )

2 (t) =
∑

ε∈{0,1}n\{0}

bεM t
2εMθ

δ(P )
2 (t) + θ

δ(P )
2 (t)Q(t).

=
∑

ε′∈{0,1}n−1\{0}

b0,ε′M ′t(0,2ε′M ′)θ
δ(P )

2 (t)

+
∑

ε′∈{0,1}n−1

bm1,ε′M ′t2m1
1 t(0,2ε′M ′)θ

δ(P )
2 (t) + θ

δ(P )
2 (t)Q(t).

Alors, en utilisant la formule (2.2.19) on obtient :

(2.2.33)

P̃ (x) =
∑

ε′∈{0,1}n−1\{0}

b0,ε′M ′(x1,1)
m1(x̂1)ε′M ′

+
∑

ε′∈{0,1}n−1

bm1,ε′M ′(x1,4)
m1(x̂1)ε′M ′

+ x1,1Q1(x) + x1,2Q2(x),

avec la notation (x̂1)ε′M ′
=

∏n
j=2 x

εjmj

j,4 x
(1−εj)mj

j,1 . Comme nous avons supposé que le
quadruplet (ζ1,1, ζ1,2, ζ1,3, ζ1,4) = (0, 0, 0, 1), on obtient :

P̃ (ζ) =
∑

ε′∈{0,1}n−1

bm1,ε′M ′(ζ̂1)ε′M ′
,

avec la même notation (ζ̂1)ε′M ′
=

∏n
j=2 ζ

εjmj

j,4 ζ
(1−εj)mj

j,1 .

Soit b le minimum de l’ensemble {bm1,ε′M ′ , ε′ ∈ {0, 1}n−1}. Comme tous les nombres
réels ζj,4 et ζj,1 sont positifs, on minore :

(2.2.34) P̃ (ζ) ≥ b
∑

ε′∈{0,1}n−1

(ζ̂1)ε′M ′
= b

∑
ε′∈{0,1}n−1

n∏
j=2

ζ
εjmj

j,4 ζ
(1−εj)mj

j,1 .

On peut remarquer que dans la somme
∑

ε′∈{0,1}n−1

∏n
j=2 ζ

εjmj

j,4 ζ
(1−εj)mj

j,1 tous les éléments

de la forme
∏n

j=2 ζ
mj

j,∗j
apparaissent une fois, où ∗j prend les valeurs 1 et 4, donc cette

expression peut également s’écrire :∑
ε′∈{0,1}n−1

n∏
j=2

ζ
εjmj

j,4 ζ
(1−εj)mj

j,1 =
n∏

j=2

(ζ
mj

j,1 + ζ
mj

j,4 ).
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Par conséquent, on obtient :

(2.2.35) P̃ (ζ) ≥ b

n∏
j=2

(ζ
mj

j,1 + ζ
mj

j,4 ).

Enfin, puisque ζj,1 et ζj,4 sont positifs et ne peuvent s’annuler simultanément, pour
tout entier j (comme ζ est dans le spectre de B, en utilisant (2.2.8), (2.2.9) et (2.2.12),
on sait que si ζj,1est nul on a ζj,4 = 1), on obtient P̃ (ζ) > 0, ce qui entrâıne bien sûr :∫

H

P̃ dν > 0.

Comme les deux supports ne peuvent être vides simultanément, on obtient :

0 ≥ Ψ(Pθ
δ(P )

2 ) =

∫
Rn

P̃ ◦ Φ dρ+

∫
H

P̃ dν > 0,

avec P̃ ◦Φ = Pθδ(P )/2. Ceci étant clairement impossible, on en déduit que Pθδ(P )/2 est
dans l’intérieur d’un des cônes Σd et, en particulier, dans un Σd. Par conséquent, il
existe un nombre fini d’éléments dans Aθ, notés {ql}l∈L, tels que :

P (t)θ(t)δ(P )/2 =
∑
l∈L

q2
l (t), t ∈ Rn.

En conclusion, il existe un nombre fini d’éléments de Rn[X], {q′l′}l′∈L′ , vérifiant :

(2.2.36) P (t) = θ2N(t)
∑
l′∈L′

q
′2
l′ (t), t ∈ Rn.

Ceci achève la démonstration.

Le théorème 2.2.13 nous donne une représentation de polynômes strictement po-
sitifs sur Rn, où nous ne demandons pas des conditions de positivité sur le polynôme
associé. Ce résultat peut être vu comme un cas particulier du théorème d’E. Artin
qui répond au 17ième problème de Hilbert (posé à Paris en 1900).

2.2.14 Exemple : Comme nous l’avons déjà dit dans l’introduction, un des exemples
les plus simples de polynômes strictement positifs qui ne peut s’écrire comme somme
de carrés de polynômes est celui trouvé par Motzkin en 1967 :

x2
1x

2
2(x

2
1 + x2

2 − 1) + 1.

On pose le polynôme suivant :

P (x1, x2) = x6
1x

6
2 + x6

1 + x6
2 + x2

1x
2
2(x

2
1 + x2

2 − 1) + 1.

Un calcul simple nous donne :

P̃ (X,Y, Z) = X3
1X

3
2 +X3

1Z
3
2 +Z3

1X
3
2 +X2

1Z1X2Z
2
2 +X1Z

2
1X

2
2Z2−X1Z

2
1X2Z

2
2 +Z3

1Z
3
2 .
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En particulier, P̃ (X,Y, 0) = X3
1X

3
2 , donc P̃ ne vérifie pas les conditions du corollaire

2.2.12. Néanmoins, en utilisant le théorème précédent 2.2.13, P est dans le cône posi-
tif Σ, c’est-à-dire qu’il peut s’écrire comme somme de fractions rationnelles avec des
dénominateurs de la forme [θF ]−1 avec F dans Z2

+.

La proposition suivante généralise le théorème 2.2.13, la démonstration utilisée en
est très similaire. L’avantage du théorème 2.2.13 est que nous avons un exemple concret
de décomposition de P qui convient alors que, dans ce qui suit, on suppose qu’il existe
une « bonne décomposition. »

2.2.15 Proposition : Soit (P1, · · · , Pm) un m-uplet de polynômes en n variables,
positifs sur Rn. Soient g0 et g1 deux polynômes tels que δ(g0) < δ(g1). Supposons
que le polynôme g̃1 associé à g1 vérifie g̃1(x) > 0 pour tout x dans H ′ (H ′ défini au
corollaire 2.2.8). Si P = g0+g1 est strictement positif sur

⋂m
k=1 P

−1
k (R+), alors il existe

K dans Zn
+ tel que :

P (t) = θ(t)2K{
∑
l∈L

q2
l (t) +

m∑
k=1

∑
l∈L′

k

Pk(t)q
2
l,k(t)}, t ∈ Rn,

où les ql et les ql,k sont des polynômes.

Démonstration.
C’est la même méthode que celle du théorème 2.2.13. Si P /∈ Int(Cd), il existe une
forme linéaire λ sur S telle que l’on ait :

λ(Pθδ(P )/2) =

∫
I

P̃ ◦ Φdρ+

∫
H′
P̃ dν =

∫
I

Pθδ(P )/2dρ+

∫
H′
P̃ dν

Si on a supp(ρ) 6= ∅, l’inégalité suivante est vérifiée :∫
I

Pθδ(P )/2dρ > 0,

par le corollaire 2.2.8. Or,

(2.2.37) P̃ =
∑

α

Zδ(P )/2
∑

cα(
X

Z
)β(

Y

Z
)α−2β,

si on utilise la notation habituelle pour P, comme P = g0 + g1, on a P̃ = g̃1 +Q où

Q =
∑

εi∈{1,2} ; i=1,···,n

x1,ε1 · · ·xn,εnQε1,···,εn(x).

Donc si ζ est dans l’ensemble σ(B) \ Φ(Rn), P̃ (ζ) = g̃1(ζ) > 0 car, par le théorème
2.2.8, ζ ∈ H ′. Dans ce cas, on obtient :∫

H′
P̃ dν > 0.
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Enfin, on conclut comme dans le théorème 2.2.13.

2.2.16 Remarques :
(1) La méthode que nous avons utilisée ici pour la représentation de polynômes

positifs sur des ensembles semi-algébriques se généralise au cas des polynômes positifs
sur un fermé quelconque de Rn. Il suffit de reprendre l’idée de la section 1 du chapitre I,
c’est-à-dire travailler avec une famille dénombrable de polynômes plutôt qu’une famille
finie comme cela a été le cas dans toute cette section.

(2) Afin de ne pas trop compliquer les notations et, en accord avec les résultats parus
dans [De], nous nous sommes seulement occupé de fractions avec des dénominateurs
du type :

(1 + t21)
β1 · · · (1 + t2n)βn , βi ∈ Z+, i = 1, · · · , n.

Mais, comme cela a été le cas dans la section qui traite du problème des moments
non bornés, on aurait pu travailler sur des fractions avec des dénominateurs plus com-
pliqués. L’inconvénient aurait alors été de donner des exemples concrets de polynômes
vérifiant les conditions des théorèmes trouvés.

(3) On peut remarquer que les méthodes utilisées nous permettent de contrôler les
puissances apparaissant dans les dénominateurs des fractions qui interviennent dans
les décompositions.

Jusqu’à présent, nous nous sommes occupés de polynômes de multi-degrés pairs.
On peut donner des représentations pour des polynômes de multi-degrés quelconques,
mais à ce moment là, nous ne pourrons pas uniquement utiliser des fractions ration-
nelles mais nous serons amené à introduire une algèbre de fractions où les dénominateurs
seront du type suivant :

(1 + t21)
β1/2 · · · (1 + t2n)βn/2, βi ∈ Z+, i = 1, · · · , n.

Les preuves seront semblables à celles déjà utilisées dans cette section.

2.2.17 Définition : Pour tout multi-indice β = (β1, · · · , βn) dans Zn
+, on définit les

fonctions ∆β sur Rn et à valeurs dans R par les relations :

∆β(t) = ∆β1

1 (t) · · ·∆βn
n (t), où ∆i(t) = (1 + t2i )

−1/2, t ∈ Rn.

On définit comme précédemment l’algèbreA∆ comme étant l’ensemble des fractions
bornées avec des dénominateurs de la forme : [∆β(t)]−1. Alors la fonction Ψ de Rn à
valeurs dans Mn×2 sera donnée par la formule :

(2.2.38) Ψ(t1, · · · , tn) = [Ψp,q(t1, · · · , tn)]1≤p≤n,1≤q≤2 =


1

(1 + t21)
1/2

t1
(1 + t21)

1/2

...
...

1

(1 + t2n)1/2

tn
(1 + t2n)1/2

 .

78



2.2.18 Remarques :
(1) Comme dans le lemme 2.2.5, la fonction Ψ est injective sur Rn. En effet, si on a

x = (xp,q)1≤p≤n,1≤q≤2 ∈ Ψ(Rn), on peut écrire x = Ψ(t) avec t = (x1,2/x1,1, · · · , xn,2/xn,1).
De plus on peut décrire complètement l’image, Ψ(Rn), de Ψ :

(2.2.39) Ψ(Rn) =


x = (xp,q)1≤p≤n,1≤q≤2,

xi,1 > 0, ∀i ∈ {1, · · · , n},
x2

i,1 + x2
i,2 = 1, ∀i ∈ {1, · · · , n}

 .

On définit, sur A∆, des applications linéaires (Cp,q)1≤p≤n,1≤q≤2 en posant :

A∆ 3 f → Cp,q(f) = Ψp,q.f ∈ A∆.

(2) On peut associer à chaque polynôme P , un second P̂ qui est homogène en
chaque variable : si on écrit P (X) =

∑
α cαX

α, son polynôme homogène associé sera :

(2.2.40) P̂ (Z,X) = Zδ(P )
∑

α

cα(
X

Z
)α =

∑
α

cαX
αZδ(P )−α = Zδ(P )P (

X

Z
).

On peut relier les polynômes P et P̂ par les deux égalités suivantes :

(2.2.41) P̂ (1, t) = P (t), ∀t ∈ Rn.

(2.2.42) P̂ ◦Ψ(t) = P (t)∆δ(P )(t), ∀t ∈ Rn.

(3) Les relations (2.2.40) et (2.2.41) nous montrent que l’on peut envoyer chaque
polynôme dans A∆ via son polynôme homogène associé et une composition par Ψ.
Inversement, chaque élément f de A∆ peut s’écrire sous la forme Pf ◦ Ψ pour un
certain polynôme Pf en 2n variables (sa représentation peut ne pas être unique). Cette
dernière remarque nous autorise à voir que le théorème suivant est en fait valable sur
tout A∆.

2.2.19 Théorème : Soit λ une forme liéaire semi-définie positive sur A∆, telle que
λε1,···,εn(∗) = λ(∆ε1e1+···+εnen∗) soient aussi semi-définies positives, pour tout (ε1, · · · , εn)
dans {0, 1}n. Alors il existe une mesure ρ, à support inclus dans Rn, et une seconde
ν, à support inclus dans G, telles que pour tout polynôme P ∈ C2n[X], on ait :

(2.2.43) λ(P ◦Ψ) =

∫
Rn

(P ◦Ψ)dρ+

∫
G

Pdν.

où G est l’ensemble
⋃n

i=1Gi avec Gi = G−
i ∪G+

i ,

G−
i = {x = (xp,q);xi,1 = 0, xi,2 = −1, ||x||2 = n},∀i ∈ {1, · · · , n}.

G+
i = {x = (xp,q);xi,1 = 0, xi,2 = +1, ||x||2 = n},∀i ∈ {1, · · · , n}.

Démonstration :
On utilise la construction de Gelfand et Naimark. Soit λ une forme comme dans
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l’énoncé. Alors nous avons λ(∆β|f |2) ≥ 0 grâce aux conditions de positivité des formes
linéaires λε1,···,εn(∗). Soit Hλ l’espace de Hilbert associé à λ dans la construction de

Gelfand et Naimark. On définit les applications (Ĉp,q)1≤p≤n,1≤q≤2 sur Hλ comme

l’ont été les (Cp,q)1≤p≤n,1≤q≤2 sur A∆ ; les opérateurs (Ĉp,q)1≤p≤n,1≤q≤2 sont tous bornés

et auto-adjoints. De plus, cette famille Ĉ est commutative et vérifie :

(2.2.44) Ĉ2
p,1 + Ĉ2

p,2 = I, for p in {1, · · · , n}.

(2.2.45) 0 ≤ Ĉp,1 ≤ I, for 1 ≤ p ≤ n.

(2.2.46)
∑

1≤p≤n,1≤q≤2

Ĉ2
p,q = nI.

Les propriétés (2.2.44) et (2.2.46) se déduisent directement de celles des éléments de
Ψ(Rn). Pour ce qui est des autres, on prend deux éléments f et g dans A∆, et on note
par f̂ et ĝ les éléments f +N et g +N de A∆/N , respectivement. Alors, on obtient :

〈Ĉp,qf̂ , ĝ〉λ = λ(Ψp,qf.ḡ) = λ(f.Ψp,qg) = 〈f̂ , Ĉp,qĝ〉λ.

Ceci entrâıne que tous les Ĉp,q sont effectivement des opérateurs symétriques. On sait
également l’égalité :

Ψ2
p,1 + Ψ2

p,2 = 1.

Ceci entrâıne, en utilisant la linéarité de λ et le fait que chaque Ψp,q est à valeurs
réelles, que l’on obtient la relation :

(2.2.47)
||f̂ ||2λ = ||Ψp,1f +N||2λ + ||Ψp,2f +N||2λ.

= ||Ĉp,1f̂ ||2λ + ||Ĉp,2f̂ ||2λ.

Donc, on en déduit que chaque opérateur Ĉp,q est une contraction. De plus, la propriété
(2.2.45) provient de la contractivité et de l’hypothèse de positivité des formes linéaires
λ1,0,···,0, · · · , λ0,···,0,1. Comme toutes ces identités et inégalités sont vraies sur A∆/N ,
qui est un sous-espace dense de Hλ, ces relations restent vraies sur Hλ, grâce à la
continuité des opérateurs.

Soit σ(Ĉ) le spectre joint de la famille commutative d’opérateurs (Ĉp,q)1≤p≤n,1≤q≤2

auto-adjoints ; σ(Ĉ) est un sous-ensemble de R2n. Alors, grâce à la théorie de Gelfand,
chaque élément de ce spectre joint est inclus dans Ψ(Rn) ou dans au moins un Gi

(cela dépend du fait de la positivité ou de la stricte positivité de tous les γ(Ĉp,1)

où γ est un caractère). On divise σ(Ĉ) en deux sous-ensembles boréliens disjoints :
σ0 = σ(Ĉ) ∩ Ψ(Rn) et σ1 = σ(Ĉ) ∩ G. Puis, on introduit des mesures positives grâce
à ces sous-ensembles :

(2.2.48)


ν(τ) = 〈E(τ ∩ σ0)1,1〉λ,
µ(τ) = 〈E(τ ∩ σ1)1,1〉λ,

ρ(τ ′) = µ(Ψ(τ ′)),
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pour chaque paire (τ ,τ ′) (τ dans la tribu borélienne de R2n et τ ′ dans celle de Rn), où
E est la mesure spectrale associée à la famille commutative Ĉ. Alors, on a :

λ(P ◦Ψ) = 〈P (Ĉ)1,1〉λ =

∫
R2n

Pd〈E.1,1〉λ.

Ceci implique l’égalité :

λ(P ◦Ψ) =

∫
Ψ(Rn)

P dµ+

∫
G

P dν =

∫
Rn

(P ◦Ψ) dρ+

∫
G

P dν.

Si l’on demande des conditions de positivités supplémentaires, on peut connâıtre
plus précisément les supports des deux mesures positives µ et ν. Ceci se traduit par le
résultat suivant :

2.2.20 Corollaire : Soit (τ1, · · · , τm) un m-uplet d’éléments, à coefficients réels, dans
A∆. Il existe des polynômes Tj à 2n variables tels que τj = Tj ◦ Ψ, pour tout j dans
{1, · · · ,m}. Soit également λ forme linéaire semi-définie positive telle que les formes
suivantes [λε1,···,εn(∗) = λ(∆ε1e1+···+εnen∗)](ε1,···,εn)∈{0,1}n et [λ(τj∗)]j∈{1,···,m} soient aussi
semi-définies positives. Alors, on peut trouver deux mesures positives ρ et ν, dont leurs
supports soient inclus dans ∩j(Tj ◦Ψ)−1(R+) et ∩jT

−1
j (R+) respectivement, telles que

l’on ait :

(2.2.49) λ(P ◦Ψ) =

∫
I

(P ◦Ψ) dρ+

∫
G′
P dν,

où, I est l’ensemble
⋂
j

(Tj ◦Ψ)−1(R+) et G′ = G ∩
⋂
j

T−1
j (R+).

C’est exactement la même démonstration que pour le corollaire 2.2.8.

2.2.21 Notation : On notera par D le multi-indice (d, · · · , d) et soit (P1, · · · , Pk)
k-uplets de polynômes. Alors, pour chaque entier positif d, on définit :

Qd = {g(t) =
∑
α,β

aα,βt
α∆(t)β avec α ≤ β ≤ 2D}.

On pose maintenant C ′ comme étant le cône positif engendré par les éléments de
l’ensemble {r2, Ψ1,j1 · · ·Ψ1,jl

r2, Pm∆δ(Pm)s2 et Ψ1,j1 · · ·Ψ1,jl
Pm∆δ(Pm)s2 où r, s ∈ A∆,

(j1, · · · , jl) ∈ {1, · · · , n}l, 1 ≤ m ≤ k}. De la même manière, on note par Σ′ le cône posi-
tif inclus dans C ′ et engendré par les éléments {r2,Ψ1,j1 · · ·Ψ1,jl

r2, r ∈ A∆, (j1, · · · , jl) ∈
{1, · · · , n}l}.

2.2.22 Théorème : Soit (P1, · · · , Pk) un k-uplet de polynômes de degrés arbitraires
et soit P un polynôme strictement positif sur ∩k

i=1P
−1
i (R+)\{0}. Soient P̂1, · · · , P̂k, P̂

leurs polynômes homogènes (en chaque variable) associés respectivement. On suppose
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que l’on a P̂ (x) > 0 pour tout x non nul dans G ∩ ∩k
i=1P̂i

−1
(R+) où G a été défini

dans le théorème 2.2.19.
Alors, il existe un multi-indice positif M = (m1, · · · ,mn) et un nombre fini de po-
lynômes à coefficients réels {ql, qj,l, ri,l, ri,j,l}, l ∈ L, i ∈ {1, · · · , k}, j ∈ {1, · · · , n} tels

que l’on ait
√

1 + t21

m1

· · ·
√

1 + t2n
mn
P (t) qui s’écrit :

(2.2.50)

∑
l∈L

q2
l (t,∆(t)) +

∑
(ε1,···,εn)∈{0,1}n

n∏
j=1

(1 + t2j)
εj/2

∑
l∈L

q2
j,l(t,∆(t))

+
k∑

i=1

Pi(t)
∑
l∈L

r2
i,l(t,∆(t))

+
k∑

i=1

Pi(t)
∑

(ε1,···,εn)∈{0,1}n

n∏
j=1

(1 + t2j)
εj/2

∑
l∈L

r2
i,j,l(t,∆(t))

pour tout t ∈ Rn.

Démonstration.
On veut appliquer un résultat sur l’existence de formes linéaires semi-définies positives
dû à [Pu-Vas2]. On commence par vérifier les conditions du lemme 2.2.9. On pose
C ′d = C ′ ∩ Qd et S ′d = C ′d − C ′d, qui sont des espaces vectoriels pour tout entier
positif d. On a C ′d ⊂ S ′d ⊂ Qd, donc S ′d est un espace de dimension finie. On obtient
également A∆ = C ′ − C ′, puisque chaque élément f de S ′ peut s’écrire de la manière
1
4
([f + 1]2 − [f − 1]2). De plus, on a :

(C ′d+1 ∩ S ′d) ⊂ (C ′d+1 ∩Qd) = (C ′ ∩Qd+1 ∩Qd) = (C ′ ∩Qd) = C ′d.

Comme on a les trois inclusions suivantes : (C ′d+1 ∩ S ′d) ⊂ C′d, C ′d ⊂ C′d+1, C ′d ⊂ S ′d,
on en conclut que l’égalité (C ′d+1 ∩ S ′d) = C ′d est satisfaite. On veut, maintenant,
prouver qu’il existe un élément ξ ∈ C ′1, tel que pour tout entier strictement positif d
et pour toute forme linéaire ϕ non identiquement nulle sur S ′d et positive sur C ′d, on
ait ϕ(ξ) > 0.

Pour prouver ceci, on prend ξ = 1 et on suppose que ϕ(ξ) = 0. Le but est de
montrer que, sous ces conditions, la forme ϕ est identiquement nulle sur C ′d.
En développant, on a ∆−2D(t) = (1 + t21)

d · · · (1 + t2n)d =
∑

α≤D t
2α qui est une somme

de carrés où apparaissent les t2α = t2α1
1 · · · t2αn

n pour lesquels les αi sont plus petits que
d pour tout entier i compris entre 1 et n.

En particulier on a 1 − t2α∆2D(t) ∈ C ′d,∀α ≤ D. Comme ϕ(1) = 0, on en déduit
ϕ[t2α∆2D(t)] = 0,∀α ≤ D. Si l’on suppose α ≤ D, β ≤ D et x ∈ R, il en découle que
tα∆D(t) et tβ∆D(t) sont dans Qd. Par conséquent, on a ϕ[(tα∆D(t)+x tβ∆D(t))2] = 0.
Et comme ϕ[t2β∆2D(t)] = ϕ[t2α∆2D(t)] = 0, xϕ[tα+β∆2D(t)] est positif quel que soit
x, et donc :

(2.2.51) ϕ[tα+β∆2D(t)] = 0,∀α ≤ D,∀β ≤ D.
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Si α ≤ 2D, on écrit α = α1 +α2 où α1 ≤ D et α2 ≤ D. On applique alors (2.2.51) avec
α1 et α2 pour obtenir ϕ[tα1+α2∆2D(t)] = ϕ[tα∆2D(t)] = 0,∀α ≤ 2D. En conclusion,
en écrivant tα∆β(t) = [tα∆β−2D(t)]∆2D(t), lorsque α ≤ β ≤ 2D, on peut appliquer
l’argument précédent et on obtient finalement :

(2.2.52) ϕ[tα∆β(t)] = 0 quand α ≤ β ≤ 2D.

Donc la forme ϕ est nulle sur Qd, et donc on peut appliquer le lemme 4.1 de [PuVas2].
On peut aussi noter que l’on a Qd = S ′d pour tout entier positif d.

Comme P∆δ(P ) ∈ Qd pour un certain d, on a P∆δ(P ) ∈ S ′d. Supposons que
P∆δ(P ) /∈ Int(C ′d), alors il existe une forme linéaire ϕ définie sur A∆ telle que sa
restriction à C ′ soit positive et telle que ϕ(P∆δ(P )) ≤ 0.
Grâce à la positivité de ϕ sur C ′, on peut utiliser le corollaire 2.2.20. Par conséquent,
on peut trouver deux mesures positives ρ et ν, telles que l’on ait :

ϕ(P∆δ(P )) =

∫
I

P̂ ◦Ψ dρ+

∫
G′
P̂ dν,

où P̂ ◦ Ψ n’est autre que P∆δ(P ), I =
⋂
j

(Pj)
−1(R+) et G′ = G ∩

⋂
j

P̃j
−1

(R+) (voir

le corollaire 2.2.20 pour la définition de ces ensembles). Ces deux mesures ne peuvent
avoir des supports tous les deux vides. En effet le spectre joint σ(Ĉ) est un ensemble
qui est non vide. Enfin, en utilisant la condition de stricte positivité de notre polynôme
P, on obtient la contradiction suivante :

0 ≥ ϕ(P∆δ(P )) =

∫
Rn

P̂ ◦Ψ dρ+

∫
G′
P̂ dν > 0.

On en conclut donc que P∆δ(P ) est nécessairement dans l’intérieur de C ′d, et donc en
particulier dans C ′d lui-même. Ceci est équivalent à dire qu’il existe un nombre fini
d’éléments dans A∆, notés {ql,ε, qi,l,ε}, l ∈ L, i ∈ {1, · · · , k}, j ∈ {1, · · · , n}, tels que
l’on puisse écrire :

P (t)∆(t)δ(P ) =
∑

(ε1,···,εn)∈{0,1}n

n∏
j=1

(1 + t2j)
εj/2

[ ∑
l∈L

q2
l,ε(t) +

k∑
i=1

Pi(t)∆(t)δ(Pi)
∑
l∈L

q2
i,l,ε(t)

]
.

Enfin, en mettant le tout au même dénominateur, quite à multiplier par des polynômes,
on obtient bien la formule (2.2.50).

2.2.23 Remarque : Dans le théorème 2.2.22, on a supposé P̂ (t) > 0 pour tout t

non nul dans G ∩ ∩k
i=1P̂i

−1
(R+) et que P avait la même propriété pour tout élément

dans ∩k
i=1P

−1
i (R+) \ {0}. En pratique, il peut être difficile de déterminer G, et donc,

on doit montrer la stricte positivité de P̂ sur tout l’ensemble ∩k
i=1P̂i

−1
(R+) \ {0}.

Mais cette condition devient alors suffisante pour impliquer la stricte positivité de P
sur ∩k

i=1P
−1
i (R+) \ {0}. En effet, si on a t ∈ ∩k

i=1P
−1
i (R+) \ {0}, grâce à (2.2.41), on

obtient P̂i(1, t) = Pi(t) et par conséquent (1, t) ∈ ∩k
i=1P̂i

−1
(R+). Et ceci nous permet

d’affirmer la positivité :
P (t) = P̂ (1, t) > 0.
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2.2.24 Corollaire : Soit (P1, · · · , Pk) un k-uplet de polynômes de degrés arbitraires
et soit P = g0 + g1 un polynôme strictement positif sur ∩k

i=1P
−1
i (R+) \ {0}. Soient

P̂1, · · · , P̂k, P̂ leur polynômes homogènes associés, respectivement. Supposons que l’on

ait ĝ1(x) > 0 pour tout x dans G ∩ ∩k
i=1P̂i

−1
(R+) \ {0} et que δ(g0) < δ(g1).

Alors, il existe un multi-indice positif M = (m1, · · · ,mn) et un nombre fini de po-
lynômes à coefficients réels {ql, qj,l, ri,l, ri,j,l}, l ∈ L, i ∈ {1, · · · , k}, j ∈ {1, · · · , n} tels
que (2.2.50) soit vérifié.

Démonstration.
Premièrement, on remarque que l’inégalité δ(g0) < δ(g1) implique P̂ (x) = ĝ1(x) > 0

pour tout x ∈ G∩∩k
i=1P̂i

−1
(R+) \ {0}. Par conséquent, on peut appliquer le théorème

2.2.22. Et donc il existe des fractions (ql) et (qj,l) dans A∆ telles que l’on ait :

P (t)∆(t)δ(P ) =
∑

(ε1,···,εn)∈{0,1}n

n∏
j=1

(1 + t2j)
εj/2

[ ∑
l∈L

q2
l,ε(t) +

k∑
i=1

Pi(t)∆(t)δ(Pi)
∑
l∈L

q2
i,l,ε(t)

]
.

2.2.25 Remarque : Si on suppose que l’on ait pris P1 = · · · = Pk = 0, on obtient une
représentation pour P = g0 + g1 telle que δ(g0) < δ(g1) ; on suppose que le polynôme
ĝ1 associé à g1 verifie l’inégalité ĝ1(x) > 0 pour tout x dans G. Si P est strictement
positif sur Rn (en particulier le multi-degré de P est pair), alors il existe des polynômes
tels que l’on ait :

P (t) =
∑

(ε1,···,εn)∈{0,1}n

n∏
j=1

(1 + t2j)
εj/2

∑
l∈L

q2
j,l(t,∆(t)),

pour tout t ∈ Rn. Comme exemple, soit P (t) de la forme (
∑

ε∈{0,1}n\{0} bεM t
2εM) +Q(t),

avec bεM > 0 pour tout ε non nul (on suppose, aussi, que δ(Q) < 2M), on peut
facilement voir que g1 et g0 satisfont à l’hypothèse du corollaire précédent où g1(t) =∑

ε∈{0,1}n\{0} bεM t
2εM et g0(t) = Q(t) (ce type de polynômes a été étudié dans le

théorème 2.2.13 de cette section).

2.2.26 Exemple : Ici, on donne des exemples de polynômes pour lesquels le corol-
laire 2.2.24 s’applique. Pour ce faire, on reprend l’exemple utilisé dans la remarque
précédente. On pose :

Pi(t) = t2ai+1
i , i = 1, · · · , n,

P (t) =
∑

ε∈{0,1}n\{0}

bεM t
εM + Q(t),

avec bεM > 0 pour tout ε non nul et où le multi-indice M = (m1, · · · ,mn) représente
le multi-degré (on suppose, aussi, que δ(Q) < M). Alors, on a le polynôme homogène
suivant :

P̂ (Z,X) =
∑

ε∈{0,1}n\{0}

bεMX
εMZ(1,···,1)−εM + Z1 · · ·ZnQ1(Z,X).
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Soit ζ un élément de G ∩ ∩n
i=1P̂i

−1
(R+) \ {0}, ζ ∈ (R2)n. Alors, il existe un entier

j0 dans {1, · · · , n} tel que :
(ζj0,1, ζj0,2) = (0,±1).

Quitte à effectuer un changement d’indices, on peut toujours supposer que j0 = 1. Soit
M ′ le multi-indice (m2, · · · ,mn). On obtient donc :

P̂ (ζ) = P̂ ((ζ1,1, · · · , ζn,1), (ζ1,2, · · · , ζn,2))

=
∑

ε∈{0,1}n\{0}

bεMζ
ε1m1
1,2 · · · ζεnmn

n,2 ζ1−ε1m1
1,1 · · · · · · ζ1−εnmn

n,1 + ζ1,1 · · · ζn,1Q(ζ)

= (±1)m1

∑
(ε2,···,εn)∈{0,1}n−1

bεMζ
ε2m2
2,2 ζ1−ε2m2

2,1 · · · ζεnmn
n,2 ζ1−εnmn

n,1 .

Comme on a l’égalité P̂i(Z,X) = Pi(X) = X2ai+1
i , ζ vérifie les égalités suivantes :

ζj,2 ≥ 0, pour tout j ∈ {1, · · · , n}.

Par conséquent, on en déduit :

P̂ (ζ) =
∑

(ε2,···,εn)∈{0,1}n−1

bεMζ
ε2m2
2,2 ζ1−ε2m2

2,1 · · · ζεnmn
n,2 ζ1−εnmn

n,1 ,

où tous les éléments ζj,1 et ζj,2 sont positifs ou nuls (il suffit de noter que chaque ζj,1
est positif, on utilise la propriété (2.2.45) et on lui applique un caractère γ). Soit b le

minimum de l’ensemble
{
bεM , ε ∈ {0, 1}n

}
, qui est strictement positif. On peut alors

majorer P̂ (ζ) de la façon suivante :

P̂ (ζ) ≥ b
∑

(ε2,···,εn)∈{0,1}n−1

ζε2m2
2,2 ζ1−ε2m2

2,1 · · · ζεnmn
n,2 ζ1−εnmn

n,1

≥ b
∑

(ε2,···,εn)∈{0,1}n−1

n∏
j=2

ζ
εjmj

j,4 ζ
(1−εj)mj

j,1 .

Comme dans la somme
∑

(ε2,···,εn)∈{0,1}n−1

∏n
j=2 ζ

εjmj

j,2 ζ
(1−εj)mj

j,1 tous les éléments de la

forme
∏n

j=2 ζ
mj

j,∗j
apparaissent, où les ∗j prennent les valeurs 1 et 2, on obtient l’inégalité

suivante :

P̂ (ζ) ≥ b

n∏
j=2

(ζ
mj

j,1 + ζ
mj

j,2 ).

Comme ζj,1 et ζj,2 sont positifs et ne peuvent s’annuler simultanément, ceci quel que
soit j (voir les propriétés du spectre joint de la famille d’opérateurs auto-adjoints et

la relation (2.2.44)), on obtient finalement P̂ (ζ) > 0, ceci sur G ∩ ∩n
i=1P̂i

−1
(R+) \ {0}

tout entier.
Par conséquent, chaque polynôme P de la forme précédente, qui est strictement positif
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sur ∩n
i=1P

−1
i (R+)−{0} (ce qui est vrai, en particulier, dès que l’on prend un polynôme

Q strictement positif), satisfait aux hypothèses du corollaire 2.2.24. Et en conclusion,
on obtient :√

1 + t21

m1

· · ·
√

1 + t2n
mn
P (t) =

∑
(ε1,···,εn)∈{0,1}n

n∏
j=1

(1 + t2j)
εj/2

∑
l∈L

q2
j,l(t,∆(t))

+
k∑

i=1

t2ai+1
i

∑
εj∈{0,1}

n∏
j=1

(1 + t2j)
εj/2

∑
l∈L

r2
i,j,l(t,∆(t)).
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Partie II.3 Une application au problème tronqué

Dans cette troisième section de la partie II, on approfondira des résultats obtenus
précédemment. En particulier, on caractérisera les formes semi-définies positives sur
une sous-algèbre deRθ (on reprendra toutes les notations de II-1). Cette représentation
des formes positives sous forme de moments avec limites sera utilisée pour donner une
solution au problème tronqué des moments dans le cas de plusieurs variables. Enfin,
on généralisera des résultats de M. Riesz (voir [Ak]) où le cas unidimensionnel a été
traité.

Soit un multi-indice α ∈ Zn, α = (α1, · · · , αn) un multi-indice. On pose alors :

(2.3.1) eαi
(t) =


tαi
i si αi ≥ 0,

t
−αi−2E(−αi/2)
i

(1 + t2i )
E(−αi/2)

si αi < 0.

Soit eα(t) =
∏n

i=1 eαi
(t), la famille (eα)α∈Zn est bien évidemment (voir proposition

2.2.2) une base de l’algèbre Rθ. On notera par Aθ l’espace vectoriel engendré par la
famille (eα)α≤0. En fait, Aθ est l’algèbre des fractions bornées de Rθ.

2.3.1 Définition : Soit L une forme linéaire sur Aθ. Soit P un cône positif inclus
dans Rθ. On dira que L est P-semi-définie positive sur Aθ si on a l’inégalité suivante :

(2.3.2) Lγ(f) ≥ 0, ∀f ∈ P ∩ Aθ.

Dans le cas d’une variable, si f est une fonction qui admet une limite finie à l’infini,
on pose :

δ∞(f) = lim
|t|→∞

f(t).

La forme δ∞ est positive semi-définie mais ne peut être représentée par une intégrale
définie par une mesure positive. De la même façon, dans le cas de plusieurs variables,
on pose, pour tout f ∈ Aθ :

(2.3.3) δ(j)
∞ (f) = lim

|tj |→∞
f(t), j = 1, · · · , n.

2.3.2 Définition : Soit γ = (γα)α≥0 une suite de nombres réels. On dira que
γ est une suite de moments avec limites sur Aθ s’il existe des mesures positives
(ρi1,···,ik)1≤i1<···<ik≤n,k=1,···,n et µ telles que l’on puisse écrire :

(2.3.4) γα =

∫
Rn

e−α(t)dµ(t) +
n∑

k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

∫
Rn−k

δ(i1)
∞ · · · δ(ik)

∞ e−α(t)dρi1,···,ik(t).
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2.3.3 Théorème : Soit Φ une forme linéaire positive semi-définie sur Aθ. Alors, il
existe des mesures positives (ρi1,···,ik)1≤i1<···<ik≤n,k=1,···,n et µ telles que l’on ait :

Φ(f) =

∫
Rn

f(t)dµ(t) +
n∑

k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

∫
Rn−k

δ(i1)
∞ · · · δ(ik)

∞ f(t)dρi1,···,ik(t), ∀f ∈ Aθ.

Démonstration.
La méthode reprend en grande partie celle utilisée pour démontrer le théorème 2.2.7.
On ne répétera pas tous les détails ici. On rappelle que l’on pose N l’idéal {f ∈ Aθ

tel que Φ(ff̄) = 0}. Soit Aθ/N l’espace préhilbertien muni du produit scalaire 〈∗, ∗〉Φ
défini par :

〈f̂ , ĝ〉Φ = Φ(fḡ) où f̂ = f +N .
Soit HΦ l’espace de Hilbert formé par la complétion de Aθ/N . On pose pour tout f̂
dans Aθ/N

Bi,j(f̂) = Ψi,j(t)f̂ +N , où


Ψi,1(t) = (1 + t2i )

−1

Ψi,2(t) = ti(1 + t2i )
−1

Ψi,3(t) = ti(1 + t2i )
−1

Ψi,4(t) = t2i (1 + t2i )
−1

Les (Bi,j)i,j induisent des opérateurs (B̃i,j)i,j qui commutent sur HΦ vérifiant :
∑4

i=1 B̃
2
i,j = IH

B̃i,1 = B̃2
i,1 + B̃2

i,1

B̃i,4 = B̃2
i,3 + B̃2

i,4

La famille B̃ = (B̃i,j)i,j forme une famille d’opérateurs auto-adjoints continus et com-
mutants. Soit E sa mesure spectrale (jointe) et soit σT (B̃) son spectre joint. On sait
que ce dernier vérifie :

σT (B̃) ⊂
(
Ψ(Rn) ∪

n⋃
k=1

⋃
1≤i1<···<ik≤n

Hi1,···,ik

)
,

où Hi1,···,ik est l’ensemble des x ∈ R4n vérifiant :{
xil,1 = xil,2 = xil,3 = 0,
xil,4 = 1,

∀il ∈ {i1, · · · , ik}

et qui vérifient xil,1 > 0, xil,1 = x2
il,1

+ x2
il,2
, xil,4 = x2

il,3
+ x2

il,4
,
∑4

s=1 xil,s = 1, pour
tout il qui n’est pas dans {i1, · · · , ik}. Bien entendu les Hi1,···,ik sont disjoints entre
eux et avec Ψ(Rn). Soit f ∈ Aθ, il existe un polynôme Pf à 4n variables tel que
f = Pf ◦Ψ = Pf (B̃)1. Alors, on a :

Φ(f) = 〈f(t)1,1〉φ = 〈Pf (B̃)(1 +N ),1 +N〉φ =

∫
Pf (x)d〈E(x)(1 +N ),1 +N〉φ

=

∫
Ψ(Rn)∪ ∪n

k=1∪1≤i1<···<ik≤n

Pf (x)d〈E(x)(1 +N ),1 +N〉φ.
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Ceci entraine que l’on ait :

Φ(f) =

∫
Rn

f(t)dµ(t) +
n∑

k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

∫
Hi1,···,ik

Pf (x)d〈E(x)(1 +N ),1 +N〉φ.

Or sur chaque ensemble Hi1,···,ik , on fait le changement de variable, ∀j ∈ {1, · · · , n} ∩
{i1, · · · , ik}c :

(2.3.5) [xj,1, xj,2, xj,3, xj,4] → [Ψ4j,1(t),Ψj,2(t),Ψj,3(t),Ψj,4(t)].

De plus, on peut noter que, pour tout j ∈ {i1, · · · , ik}, on a :

(2.3.6) [xj,1, xj,2, xj,3, xj,4] = [0, 0, 0, 1] = [δ(j)
∞ (Ψj,1), δ

(j)
∞ (Ψj,2), δ

(j)
∞ (Ψj,3), δ

(j)
∞ (Ψj,4)].

Donc il existe une mesure positive ρi1,···,ik à support dans Rn−k qui vérifie :∫
Hi1,···,ik

Pf (x)d〈E(x)(1 +N ),1 +N〉φ =

∫
Rn−k

δ(i1)
∞ · · · δ(ik)

∞ (f)(t)dρi1,···,ik(t).

Ceci implique qu’il existe des mesures positives (ρi1,···,ik)1≤i1<···<ik≤n,k=1,···,n et µ telles
que, pour tout f ∈ Aθ, on ait :

(2.3.7) Φ(f) =

∫
Rn

f(t)dµ(t) +
n∑

k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

∫
Rn−k

δ(i1)
∞ · · · δ(ik)

∞ f(t)dρi1,···,ik(t).

2.3.4 Corollaire : Soit γ = (γα)α≥0 une multi-suite de nombres réels. Alors γ est
une suite de moments avec limites si et seulement si la forme linéaire Lγ associée à γ
est semi-définie positive sur Aθ.

Démonstration.
Si γ est une multi-suite de moments avec limites alors pour toute fonction f de la
forme f =

∑
α≥0 aαe−α dans Aθ, on a :

Lγ(ff̄) =
∑

α,β≥0

aαāβLγ(e−αe−β) =
∑

α,β≥0,δ

aαāβcα,β,δLγ(e−δ)

=
∑

α,β≥0,δ

aαāβcα,β,δ

[ ∫
Rn

e−δ dµ+
n∑

k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

∫
Rn−k

δ(i1)
∞ · · · δ(ik)

∞ e−δ(t)dρi1,···,ik(t)
]
.

On obtient donc :

Lγ(ff̄) =

∫
Rn

|f(t)|2dµ(t) +
n∑

k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

∫
Rn−k

|δ(i1)
∞ · · · δ(ik)

∞ (f)(t)|2dρi1,···,ik(t) ≥ 0.

Inversement, si Lγ est une forme semi-définie positive, par le théorème précédent 2.3.3,
pour tout f ∈ Aθ, on obtient :

(2.3.8) Lγ(f) =

∫
Rn

f(t)dµ(t) +
n∑

k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

∫
Rn−k

δ(i1)
∞ · · · δ(ik)

∞ (f)(t)dρi1,···,ik(t).
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En particulier, il en découle la représentation suivante :

γα = Lγ(e−α) =

∫
Rn

e−α(t)dµ(t) +
n∑

k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

∫
Rn−k

δ(i1)
∞ · · · δ(ik)

∞ (e−α)(t)dρi1,···,ik(t).

Ceci achève la démonstration du corollaire.

2.3.5 Remarque : En particulier, pour les multi-indices α > 0, on obtient une
écriture « classique » sous forme de problème des moments. En effet, dans ce cas, on
a la représentation intégrale suivante :

(2.3.9) γα =

∫
Rn

e−α(t)dµ(t), ∀α > 0.

Dans ce qui suit, on montrera qu’il existe un lien entre le problème tronqué des
moments et la représentation des formes de moments avec limites.

2.3.6 Théorème : Soit γ = (γα)0≤α≤M une multi-suite de nombres réels où le multi-
indice M est strictement positif. Soit β un multi-indice vérifiant 2β > M. Il existe une
mesure µ sur Rn telle que l’on ait :

γα =

∫
Rn

tαdµ(t), ∀α vérifiant 0 ≤ α ≤M

(1 + t21)
β1 · · · (1 + t2n)βnµ-intégrable

si et seulement si il existe un réel positif b tel que la forme Lγ définie par :{
Lγ : fα(t) = tα(1 + t21)

−β1 · · · (1 + t2n)−βn → γα

1 → b

soit P semi-définie positive où P est l’ensemble des fonctions rationnelles de Aθ qui
sont positives sur Rn.

Démonstration.
Supposons que la mesure µ existe, soit Lγ la forme qui associe à chaque fα le nombre
reél γα. Montrons que Lγ est P semi-définie positive sur V ect{(fα)0≤α≤M}. Soit g ∈
V ect{(fα)0≤α≤M}, une fonction positive de la forme g(t) =

∑
0≤α≤M aαfα(t), dans ces

conditions :

(2.3.10)

Lγ(g) =
∑

0≤α≤M

aαγα =
∑

0≤α≤M

aα

∫
Rn

tαdµ(t)

=

∫
Rn

g(t)(1 + t21)
β1 · · · (1 + t2n)βndµ(t) ≥ 0.

Soit L̃ la forme linéaire définie par L̃|V ect{(fα)0≤α≤M} = Lγ et par L̃(1) = b où b est un

nombre réel à déterminer afin que L̃ soit P semi-définie positive sur V ect{1, (fα)0≤α≤M}.
Si g ∈ V ect{1, (fα)0≤α≤M} est une fonction positive, alors g(t) peut se mettre sous la
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forme c +
∑

0≤α≤M aαfα(t) (pour le calcul suivant, la somme précédente sera notée
c+ k(t)).

L̃(g) = bc+ Lγ(k) = bc+

∫
Rn

k(t)(1 + t21)
β1 · · · (1 + t2n)βndµ(t)

= bc+

∫
Rn

(g(t)− c)(1 + t21)
β1 · · · (1 + t2n)βndµ(t)

≥ c[b−
∫

Rn

(1 + t21)
β1 · · · (1 + t2n)βndµ(t)].

Comme le nombre c est positif (par passage à la limite quand t tend vers l’infini suivant
la direction t = (t1, · · · , t1) dans l’expression de g) et comme (1 + t21)

β1 · · · (1 + t2n)βn

est µ-intégrable, il suffit de choisir b plus grand que

∫
Rn

(1 + t21)
β1 · · · (1 + t2n)βndµ(t).

Inversement, si Lγ est P semi-définie positive sur V ect{1, (fα)0≤α≤M}. Alors par le
théorème de prolongement de Riesz (voir [Ri] ou [Ak] p.69), on peut prolonger Lγ à Aθ

tout entier car les constantes sont dans V ect{1, (fα)0≤α≤M}. Soit Φ ce prolongement P
semi-défini positif sur Aθ ; alors, en particulier, Φ est positif semi-défini sur Aθ. Par le
théorème 2.3.3, on obtient qu’il existe des mesures positives (ρi1,···,ik)1≤i1<···<ik≤n,k=1,···,n
et µ telles que pour toute fonction f dans Aθ, on ait :

(2.3.11) Φ(f) =

∫
Rn

f(t)dµ(t) +
n∑

k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

∫
Rn−k

δ(i1)
∞ · · · δ(ik)

∞ f(t)dρi1,···,ik(t).

En particulier, pour tout multi-indice positif α vérifiant α ≤M, on a :

(2.3.12) γα = Lγ(fα) = Φ(fα) =

∫
Rn

tα
dµ(t)

(1 + t21)
β1 · · · (1 + t2n)βn

.

On pose alors dµ′(t) = (1+t21)
−β1 · · · (1+t2n)−βndµ(t). Il ne reste donc plus qu’à prouver

que (1 + t21)
β1 · · · (1 + t2n)βn est bien µ′-intégrable. Or on a l’égalité suivante :

(2.3.13)

∫
Rn

(1 + t21)
β1 · · · (1 + t2n)βndµ′(t) =

∫
Rn

1dµ(t) ≤ Φ(1) = b <∞.

Dans le cas d’une variable, étant donnés n+1 nombres réels (sk)0≤k≤n nous savons
(c’est un théorème de M. Riesz, voir [Ri] ou [Ak] p.71) qu’il existe une mesure positive
σ sur (a, b) telle que :

(2.3.14)


sk =

∫
(a,b)

ukdσ(u), k = 0, · · · , n− 1

sn ≥
∫

(a,b)

undσ(u)
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si et seulement si la suite tronquée (sk)0≤k≤n est « non négative en respectant (a, b) ».
Dans le cas où (a, b) = R et n < +∞, on suppose que n est pair. Si de plus (a, b) est
bornée, on peut remplacer l’inégalité par une égalité (en fait M. Riesz a démontré
ce théorème dans le seul cas (a, b) = R et n = +∞, voir [Ak]). On peut donner un
analogue de ce théorème dans le cas de n variables dont la preuve sera basée sur le
théorème d’existence de moments avec limites.

2.3.7 Proposition : Soit γ = (γα)α∈M une suite de nombres réels où M = {α <
2M,M > 0} ∪ {(2ε1m1, · · · , 2εnmn), εi = 0, 1}. Il existe une mesure positive µ sur Rn

telle que 
γα =

∫
Rn

tαdµ(t), α < M

γ(2ε1m1,···,2εnmn) ≥
∫

Rn

t(2ε1m1,···,2εnmn)dµ(t), εi ∈ {0, 1},

si et seulement si Lγ est P-semi-définie positive sur l’espace vectoriel V ect{(hα)α∈M}
où les fonctions hα sont les fractions rationnelles données par hα(t) = tα(1+t21)

−m1 · · · (1+
t2n)−mn .

Démonstration.
Supposons que la mesure µ existe, soit Lγ la forme linéaire qui associe à chaque hα

le nombre γα. Montrons que Lγ est P semi-définie positive sur V ect{(hα)α∈M}. Soit
g ∈ V ect{(hα)α∈M}, on écrit g(t) =

∑
α∈M aαhα(t) et on obtient :

(2.3.15)

Lγ(g) =
∑

α∈M aαγα ≥
∑

α∈M aα

∫
Rn

tαdµ(t)

≥
∫

Rn

g(t)(1 + t21)
m1 · · · (1 + t2n)mndµ(t) ≥ 0.

Inversement, du fait de la définition de l’ensemble M, on vérifie que la fonction
constante 1 est dans l’espace vectoriel V ect{(hα)α∈M}. On peut donc prolonger la
forme Lγ en une forme φ pour appliquer le théorème 2.3.3 (c’est la même remarque
que pour le théorème précédent). Donc, pour tout multi-indice α ∈M, on obtient :

(2.3.16) φ(hα) =

∫
Rn

hα(t)dµ(t)+
n∑

k=1

∑
1≤i1<···<ik≤n

∫
Rn−k

δ(i1)
∞ · · · δ(ik)

∞ (hα)(t)dρi1,···,ik(t).

En particulier, si α < 2M , on en déduit les égalités suivantes :

(2.3.17) γα = φ(hα) =

∫
Rn

hα(t)dµ(t) =

∫
Rn

tαdµ′(t),

où la mesure positive µ′ est donnée par dµ′(t) = (1 + t21)
−m1 · · · (1 + t2n)−mndµ(t). Pour

les autres multi-indices α, on a :

(2.3.18)

γ2Mε = φ(h2Mε) =

∫
Rn

t2Mε(1 + t21)
−m1 · · · (1 + t2n)−mndµ(t)

+
∑

εi1
,···,εik

∫
Rn−k

δ(i1)
∞ · · · δ(ik)

∞ (h2Mε)(t)dρεi1
,···,εik

(t).
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Et dans ce cas-ci, puisque nous avons l’inégalité :

(2.3.19)
∑

εi1
,···,εik

∫
Rn−k

δ(i1)
∞ · · · δ(ik)

∞ h2Mε(t)dρεi1
,···,εik

(t) ≥ 0,

on en conclut que :

(2.3.20) γ(2ε1m1,···,2εnmn) ≥
∫

Rn

t(2ε1m1,···,2εnmn)dµ′(t), εi ∈ {0, 1}.

2.3.8 Remarque : Puisque dans le cas n = 1, le fait d’être P-semi-définie positive
pour une forme linéaire est équivalent au fait d’être seulement semi-définie positive.
On retombe bien sur le théorème de M. Riesz cité précédemment.
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Chapitre III

Sous-normalité jointe pour des
multi-opérateurs

Dans ce troisième et dernier chapitre, nous traiterons un problème qui peut être
lié au problème des moments : la sous-normalité. Etant donné un opérateur, le but
est de donner un critère afin de savoir si cet opérateur admet ou non une extension
normale : c’est-à-dire, étant donné un opérateur T défini sur un espace de Hilbert H,
existe-t-il un autre opérateur N normal (vérifiant NN∗ = N∗N) défini sur un espace
K contenant H tel que Tx = Nx pour tout x dans H (ou dans le domaine de T s’il
n’est pas borné) ? Le même problème se pose pour plusieurs opérateurs.

Ce chapitre sera décomposé en quatre parties, la première traitera du cas de multi-
opérateurs bornés et les trois suivantes du cas non borné. Dans cette dernière situation,
on commencera par donner une définition d’une notion un peu plus large que la sous-
normalité : la sous-normalité formelle. Puis on donnera des critères de sous-normalité
dans la troisième partie ainsi que plusieurs applications et exemples. On cherchera
également à étendre des notions de minimalité sur les extensions normales. Enfin dans
la dernière partie, on caractérisera les shifts à poids sous-normaux et on prouvera que
des opérations sur ces shifts et leurs adjoints permettent de conserver la notion de
sous-normalité.

Les sections III-2, III-3 et III-4 ont donné lieu à deux articles acceptés en 2002 :
[De4] et [De5].

Partie III.1 Sous-normalité (jointe) pour les multi-
opérateurs bornés

La première caractérisation pour un opérateur borné sous-normal est dû à P.R. Halmos
en 1950 (voir [Hal]) et demande une certaine positivité ainsi que l’existence d’une
constante majorant un produit scalaire. En 1955, J. Bram donne une caractérisation
plus simple (il prouve, en fait, que la sous-normalité est équivalente à la positivité
demandée par Halmos, voir le théorème 1 de [Br]). Enfin, M.R. Embry donne une
nouvelle caractérisation qui généralise celle de Bram en 1973 (voir le théorème 1 de
[Emb]).

Il apparâıt également une notion de sous-normalité (jointe) pour des multi-opérateurs :
on dira qu’une famille d’opérateurs T1, · · · , Tm définie sur un espace de Hilbert H,
est sous-normale si et seulement si il existe une famille commutative d’opérateurs nor-
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mauxN1, · · · , Nm définie sur un espace de HilbertK contenantH telle que Tjx = Njx
(j = 1, · · · ,m) pour tout x dans H. Une caractérisation de la sous-normalité dans le
cas de multi-opérateurs est donnée par T. Itô (voir le théorème 1 de [It]), en 1958,
en généralisant les résultats de Bram. Enfin, A. Lubin donne une caractérisation du
type de celle de Embry dans le cas de plusieurs opérateurs en 1977 (voir le corollaire
4.6 de [Lub3]).

Dans cette partie, on pose H un espace de Hilbert, et soit T = (T1, · · · , Tn)
un multi-opérateur de L(H)n. Alors, pour tout polynôme de la forme P (z̄, z) =∑

α,β pα,β z̄
αzβ, on définit P (T ∗, T ) par la formule suivante :

(3.1.1) P (T ∗, T ) =
∑

α,β≥0

pα,βT
∗αT β.

Nous utiliserons également la fonction Υ donnée par :

Υ : z = (z1, · · · , zn) ∈ Cn → (|z1|2, · · · , |zn|2) ∈ Rn.

Le but de cette partie est d’utiliser un résultat de A. Lubin (voir [Lub3], théorème
3.2) avec le théorème 1.1.7, pour obtenir des conditions de sous-normalité pour des
multi-opérateurs bornés. En particulier nous pouvons retrouver des résultats de [Vas2]
(voir aussi [At-Ped]).

3.1.1 Théorème : Soient K et T comme dans le théorème 1.1.7 et soit T une famille
commutative d’opérateurs (T1, · · · , Tn) dans L(H)n. Alors, T admet une extension nor-
male N ∈ L(K)n (H ⊂ K) dont le spectre joint est inclus dans Υ−1(K) si et seulement
si (p ◦Υ)(T ∗, T ) ≥ 0 pour tout p ∈ T (voir (1.1.7)).

Démonstration.
Soit N une extension normale de T avec les propriétés de l’énoncé. Si p(t) =

∑
α aαt

α ∈
T , pour tout x ∈ H on a :

(3.1.2)

〈(p ◦Υ)(T ∗, T )x, x〉 =
∑
α≥0

aα||Tαx||2 =
∑
α≥0

aα||Nαx||2

= 〈
∑
α≥0

aαN
∗αNαx, x〉 =

∫
K

p(t)dµx(t) ≥ 0,

où µx(A) = 〈(E ◦ Υ−1(A)x, x〉 pour tout ensemble borélien A de Rn et où E est la
mesure spectrale jointe de N.

Inversement, si 〈(p◦Υ)(T ∗, T )x, x〉 ≥ 0, on pose Lγ(x)(p) = 〈(p◦Υ)(T ∗, T )x, x〉 qui
est positif pour tout p ∈ T . Si x 6= 0, on peut appliquer le théorème 1.1.7 pour obtenir
une mesure positive µx sur le compact K telle que l’on ait la représentation intégrale :

(3.1.3) γα(x) = 〈T ∗αTαx, x〉 =

∫
K

tαdµx(t), ∀α ≥ 0.

De plus la mesure µx a son support dans Rn
+. En effet, on a :

Lγ(x)(t
α) = 〈(tjp ◦Υ)(T ∗, T )x, x〉 = 〈(p ◦Υ)(T ∗, T )Tjx, Tjx〉 ≥ 0.
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Donc en appliquant le corollaire 1.1.8, on obtient bien l’inclusion voulue. En faisant
un changement de variable, on peut écrire :

(3.1.4)

∫
K

tαdµx(t) =

∫
K′
t2αdµ′x(t), ∀α ≥ 0.

Par polarisation, il existe une mesure positive opératorielle E, à support dans K ′, telle
que l’on ait la représentation suivante :

(3.1.5) T ∗αTα =

∫
K′
t2αdE(t), ∀α ≥ 0.

Et en appliquant le théorème 3.2 de [Lub3], on en déduit que T admet une extension
normale. Le fait que T admette une extension normale de support inclus dans Υ−1(K)
provient de l’égalité (3.1.3). Il existe donc une mesure positive opératorielle FT telle
que l’on ait :

(3.1.6) T ∗αTα =

∫
K

tαdFT (t),

et on applique à nouveau le théorème 3.2 de [Lub3].

Bien sûr, on peut donner un équivalent du corollaire 1.1.8, pour la condition de
sous-normalité en demandant que le support de la mesure opératorielle vérifie des
conditions du type (1.1.19) ou (1.1.24).

3.1.2 Corollaire : Soient K et T comme dans le théorème 1.1.7 et soit T une
famille commutative et sous-normale d’opérateurs (T1, · · · , Tn) dans L(H)n. S’il existe
des polynômes (Rj)j∈J tels que (RjQ ◦ Υ)(T ∗, T ) ≥ 0 pour tout Q ∈ T et pour tout
j ∈ J , alors :

supp(FT ) ⊂ {t ∈ K : Rj(t) ≥ 0, ∀j ∈ J}.

3.1.3 Corollaire : Soient K et T comme dans le théorème 1.1.7 et soit T une
famille commutative et sous-normale d’opérateurs (T1, · · · , Tn) dans L(H)n. S’il existe
des polynômes (Rj)j∈J tels que (RjQ ◦ Υ)(T ∗, T ) = 0 pour tout Q ∈ T et pour tout
j ∈ J , alors :

supp(FT ) ⊂ {t ∈ K : Rj(t) = 0, ∀j ∈ J}.

Enfin, pour compléter cette partie sur la sous-normalité des multi-opérateurs bornés,
on mentionne ici une caractérisation de la sous-normalité pour ce type de multi-
opérateurs. Ce résultat nécessite quelques préliminaires et une nouvelle notion qui
figurent dans la section suivante, c’est pour cela que nous ne donnons que son énoncé.
Cette caractérisation généralise la proposition 3 de A. Athavale (1988) où ce dernier
caractérise la sous-normalité d’un opérateur grâce à la notion d’hyponormalité jointe
(voir la remarque 10 de [At] pour le cas multi-opératoriel). Pour plus de détails, on
peut se référer à [At].
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3.1.4 Théorème : Soit S = (S1, · · · , Sm) un multi-opérateur borné commutatif sur
un espace de Hilbert séparable H. La famille (Sβ)β≤α est mutuellement hyponormale
pour tout multi-indice vérifiant α ≥ (1, · · · , 1) si et seulement si S = (S1, · · · , Sm) est
sous-normal.

Ce résultat se retrouve sous le nom de corollaire 3.2.7 de la section suivante. La
grande différence entre ce résultat et ceux qui précédent vient du fait qu’ici, on ne
contrôle d’aucune façon le spectre joint d’une extension normale. Par contre, il a l’avan-
tage d’être un critère de sous-normalité plus général puisqu’il est valable quel que soit
le lieu du spectre des différentes extensions normales.
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Partie III.2 Opérateurs formellement normaux

Dans cette partie, nous introduisons la notion de « normalité (mutuelle) formelle »
pour une famille d’opérateurs non bornés définis dans un espace de Hilbert séparable
H. Cette nouvelle notion est en fait une généralisation naturelle de la notion de « nor-
malité formelle » introduite pour un opérateur non borné. On donne ensuite des rela-
tions entre cette nouvelle notion et la sous-normalité (jointe) ainsi que l’hyponormalité
(on généralise en particulier des résultats de A. Athavale.). Entre autres, cette no-
tion sera utilisée dans la section suivante pour donner un critère de sous-normalité
jointe.

Avant toute chose, on rappellera quelques définitions en rapport avec la normalité
dans le cas d’opérateurs non nécessairement bornés.

Soit T un opérateur non nécessairement borné défini dans un espace de Hilbert
séparable H. On dit que cet opérateur T est sous-normal (voir [St-Sz2]) s’il existe un
espace de Hilbert K contenant H et un opérateur (non borné) normal N vérifiant
les relations suivantes :

(3.2.1)

{
D(T ) ⊂ D(N) ⊂ K,
Tx = Nx, ∀x ∈ D(T ),

où D(T ) et D(N) représentent les domaines de T et N respectivement. Dans ce cas,
N est appelé extension normale de T (on rappelle qu’un opérateur non borné N est
dit normal s’il est fermé, à domaine dense et vérifie l’égalité N∗N = NN∗. On peut se
référer au livre de W. Rudin, chapitre XIII pour plus de détails, [Ru]). J. Stochel
et F.H. Szafraniec ont caractérisé les opérateurs non bornés sous-normaux ayant
un domaine dense et invariant (voir le théorème 3 de [St-Sz2] et [St-Sz4] ; on peut
également se référer à [St-Sz3] pour des propriétés spectrales de tels opérateurs).
Dans toute la suite un uplet d’opérateur non nécessairement borné sera appelé multi-
opérateur.

On rappelle qu’un multi-opérateur T = (T1, · · · , Tm) défini dans H est dit sous-
normal s’il existe un espace de Hilbert K contenantH et un multi-opérateur constitué
d’opérateurs (non bornés) normaux et qui commutent (i.e. dont leurs mesures spec-
trales commutent) N = (N1, · · · , Nm) tels que l’on ait : D(Tj) ⊂ D(Nj) et Tjx = Njx
pour tout x ∈ D(Tj), j = 1, · · · ,m. Comme dans le cas d’un seul opérateur, N est
appelé extension normale de T.

On commence par donner la définition d’un multi-opérateur formellement normal,
définition qui prolonge la notion d’opérateur formellement normal que l’on retrouve
par exemple dans [St-Sz2].
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3.2.1 Définition : Soit S = (S1, · · · , Sm) un multi-opérateur défini dans un espace
de Hilbert séparable H. Soit D un sous-espace H, on dit que S est formellement
normal sur D si la famille (S1, · · · , Sm) vérifie les conditions suivantes :

(3.2.2)


D ⊂ D(Sj) et SjD ⊂ D, j = 1, · · · ,m,
D ⊂ D(S∗j ), j = 1, · · · ,m,
||Sjf || = ||S∗j f ||, f ∈ D,
SiSj = SjSi sur D, i, j = 1, · · · ,m.

On peut noter que tout multi-opérateur normal est formellement normal sur un
sous-espace invariant. De plus, toute famille commutative d’opérateurs symétriques
vérifie les deux conditions précédentes sur un sous-espace invariant.

On commencera par donner une caractérisation des multi-opérateurs (ayant un
domaine dense commun qui est invariant) possédant une extension formellement nor-
male vérifiant quelques conditions supplémentaires de commutativité. On généralise,
en particulier, des résultats de Stochel et Szafraniec où le cas d’un seul opérateur
a été étudié (voir [St-Sz2], proposition 2) avec des méthodes différentes. Dans leur
résultat, ils utilisent la condition de positivité de Halmos-Bram (voir [Hal] et [Br]).
Il parâıt alors naturel d’utiliser ici la condition de Itô (voir [It]) qui généralise celle
de Halmos-Bram dans le cas de plusieurs opérateurs.

Soit S = (S1, · · · , Sm) un multi-opérateur défini dans H tel qu’il existe un sous-
espace D vérifiant D ⊂ ∩m

i=1D(Si), Si(D) ⊂ D et SiSj = SjSi sur D (i, j = 1, · · · ,m) ;
on dira que S satisfait à la condition de positivité de Itô sur D si pour toute famille
finie (xI)I∈Zm

+
d’éléments dans D on a :

(3.2.3)
∑

I,J∈Zm
+

〈SIxJ , S
JxI〉 ≥ 0.

On remarque que l’on peut définir sans ambigüıté chaque SIxJ puisque S est commuta-
tif sur D et puisque cet espace D est invariant par chaque opérateur Si (i = 1, · · · ,m).

Avant de démontrer la proposition suivante, nous aurons besoin d’une « reformu-
lation » du critère de Itô. La condition∑

α,β,α′,β′≥0

〈Sα′+βxα,α′ , S
α+β′xβ,β′〉 ≥ 0,

pour toute famille (xα,α′)α,α′ presque nulle dans D est équivalente à la condition de
Itô sur ce même ensemble. En effet, si ce critère est vérifié, il suffit de poser comme
famille (xα,α′)α,α′ la famille (xα,0)α,0 pour obtenir la positivité de Itô. Inversement
si la condition de Itô est vérifiée, on l’applique à la famille presque nulle (yα =∑

α′≥0 S
α′xα,α′)α≥0.

3.2.2 Proposition : Soit S = (S1, · · · , Sm) un multi-opérateur défini dans un espace
de Hilbert séparable H. Soit D un sous-espace dense inclus dans ∩m

i=1D(Si) tel que
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l’on ait Si(D) ⊂ D et SiSj = SjSi sur D pour tout i, j = 1, · · · ,m. Alors S vérifie la
condition de Itô sur D si et seulement si S|D = (S1|D, · · · , Sm|D) admet une extension
formellement normale N = (N1, · · · , Nm), définie sur un domaine commun D(Nj) =
D′ dans un espace de Hilbert K ⊃ H vérifiant les conditions suivantes :

(i) N∗
j (D′) ⊂ D′ pour tout j = 1, · · · ,m.

(ii) Sj|D ⊂ Nj pour tout j = 1, · · · ,m.
(iii) N∗

i Nj = NjN
∗
i et N∗

i N
∗
j = N∗

jN
∗
i sur D′, pour tout couple (i, j) dans {1, · · · ,m}2.

Démonstration.
On définit pour cette démonstration Pz comme étant l’algèbre des polynômes en les
2m variables complexes z1, z1, · · · , zm, zm.

On commence par supposer que S = (S1, · · · , Sm) admet une extension mutuelle-
ment formellement normale N = (N1, · · · , Nm) vérifiant les conditions (i), (ii) et (iii)
de la proposition. Grâce à l’hypothèse (i), on a :

(3.2.4) D ⊂ D′ ⊂ (
m⋂

i=1

D∞(Ni) ∩
m⋂

i=1

D∞(N∗
i )).

Soit (xα)α≥0 une famille finie d’éléments deD.Alors, en utilisant la remarque précédente
(3.2.4) et les hypothèses (ii) et (iii), on obtient :∑

α,β≥0

〈Sβxα, S
αxβ〉 =

∑
α,β≥0

〈Nβxα, N
αxβ〉 =

∑
α,β≥0

〈N∗αNβxα, xβ〉

=
∑

α,β≥0

〈N∗αxα, N
∗βxβ〉 = ||

∑
α≥0

N∗αxα||2 ≥ 0.

Inversement, on suppose que S vérifie le critère de Itô sur D. On définit une forme
sesquilinéaire φ sur Pz ⊗D grâce à l’égalité suivante (et on étend par linéarité à tout
Pz ⊗D) :

(3.2.5) φ(zαzα′ ⊗ x, zβzβ′ ⊗ y) = 〈Sβ+α′x, Sα+β′y〉.

On peut vérifier que φ est anti-symétrique :

φ(zβzβ′ ⊗ y, zαzα′ ⊗ x) = 〈Sα+β′y, Sβ+α′x〉 = φ(zαzα′ ⊗ x, zβzβ′ ⊗ y).

Soit X ∈ Pz ⊗ D de la forme
∑

α,α′≥0 z
αzα′ ⊗ xα,α′ où (xα,α′)α,α′≥0 est une famille

presque nulle d’éléments de D. Alors, on obtient l’égalité :

φ(X,X) =
∑

α,β,α′,β′≥0

φ(zαzα′ ⊗ xα,α′ , z
βzβ′ ⊗ xβ,β′)

=
∑

α,β,α′,β′≥0

〈Sβ+α′xα,α′ , S
α+β′xβ,β′〉 ≥ 0,
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qui est positif par la remarque sur la forme équivalente à l’inégalité de Itô. Donc, la
forme linéaire φ est semi-définie positive. De plus, on a une opération canonique sur
Pz ⊗D en posant :

p.X =
∑

α,α′≥0

p(z, z)zαzα′ ⊗ xα,α′ , ∀p ∈ Pz, ∀X ∈ Pz ⊗D,

X de la forme
∑

α,α′≥0 z
αzα′ ⊗ xα,α′ . Donc le produit tensoriel Pz ⊗ D peut être vu

comme un Pz-module. De plus, siX =
∑

α,α′≥0 z
αzα′⊗xα,α′ et Y =

∑
β,β′≥0 z

βzβ′⊗yβ,β′

sont dans Pz ⊗D, on a pour p(z, z) = zδzδ′ :

φ(p.X, Y ) = φ(
∑

α,α′≥0

zα+δzα′+δ′ ⊗ xα,α′ , Y ) =
∑

α,β,α′,β′≥0

〈Sβ+α′+δ′xα,α′ , S
α+δ+β′yβ,β′〉

= φ(X, zδ′zδ.Y )

Donc par linéarité, on obtient :

φ(p.X, q.Y ) = φ(qp.X, Y ) = φ(X, pq.Y ), ∀(X, Y ) ∈ (Pz ⊗D)2, ∀(p, q) ∈ P2
z .

Cette propriété est quelquefois appelé la Pz-symétricité de φ. Par l’inégalité de Cauchy-
Schwarz, on obtient alors :

|φ(p.X, p.X)|2 ≤ φ(|p|2.X, |p|2.X)φ(X,X).

Soit N l’ensemble des éléments Y dans Pz⊗D qui vérifient φ(Y, Y ) = 0. Par l’inégalité
précédente, N est également un Pz-module. On en déduit qu’il en est de même pour le
quotient Pz⊗D/N . On peut alors appliquer la méthode due à Gelfand et Naimark
(voir [Ge-Na], [Du-Schw], [Fu2], etc.). Alors, on définit l’espace K comme étant la
complétion de P ⊗ D/N en accord avec la forme sesquilinéaire φ. L’espace K avec le
produit scalaire 〈., .〉φ est un espace de Hilbert, où on pose :

(3.2.6) 〈X, Y 〉φ = φ(X,Y ), ∀X, Y ∈ Pz ⊗D/N .

Maintenant, on peut définir les opérateurs (N1, · · · , Nm) sur l’espace de Hilbert K,
grâce à l’égalité :

(3.2.7) Nj(
∑

α,α′≥0

zαzα′ ⊗ xα,α′ +N ) =
∑

α,α′≥0

zαzα′ ⊗ Sjxα,α′ +N .

Ces opérateurs (Nj)j sont bien définis car on a l’inclusion Nj(N ) ⊂ N car N est un
Pz-module. Et pour tout j = 1, · · · ,m, on a D(Nj) = Pz ⊗ D/N = D′ qui est un
ensemble dense dans K. De plus, pour tout j et pour tout k dans {1, · · · ,m}, on a :

NjNk(
∑

α,α′≥0

zαzα′ ⊗ xα,α′ +N ) =
∑

α,α′≥0

zαzα′ ⊗ SjSkxα,α′ +N

= NkNj(
∑

α,α′≥0

zαzα′ ⊗ xα,α′ +N ).
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En conclusion, pour tout élément X ∈ D′, on obtient NjNk(X) = NkNj(X), ce qui
est la commutativité de N sur D′. De plus, on a Nj(1 ⊗ x + N ) = 1 ⊗ Sjx + N qui
peut être identifié à Sjx. En effet, on a :

||Nj(1⊗ x+N )||2φ = ||1⊗ Sjx+N||2φ = φ(1⊗ Sjx, 1⊗ Sjx) = ||Sjx||2,

et on peut définir une isométrie sur D que l’on étend ensuite par continuité à tout
H. Par conséquent, H peut être vu comme un sous-espace fermé de K. Donc, N =
(N1, · · · , Nm) est une extension du multi-opérateur S|D = (S1|D, · · · , Sm|D), on doit
juste montrer maintenant que N est formellement normal. Pour ce faire, on prend
X, Y ∈ D, et on montre que les formes ψk(X + N ) = 〈Nk(X + N ), Y + N〉φ (k =
1, · · · ,m) sont continues sur l’espace vectorielD′ (on identifiera dans la suite un élément
de D′ avec un de ses représentants dans D) :
(3.2.8)

|ψk(X)| = |
∑

α,β,α′,β′≥0

〈Sβ+α′Skxα,α′ , S
α+β′yβ,β′〉|

= |
∑

α,β,α′,β′≥0

〈Sβ+ek+α′xα,α′ , S
α+β′yβ,β′〉| = |〈X,Z〉φ| ≤ ||X||φ||Z||φ,

où Z + N est défini par
∑

β,β′≥0 z
β+ekzβ′ ⊗ yβ,β′ + N si on a représenté Y + N par

l’expression
∑

β,β′≥0 z
βzβ′ ⊗ yβ,β′ + N . On déduit de la remarque précédente que Y

est dans le domaine de N∗
k . En conclusion, on a D′ ⊂ ∩m

i=1D(N∗
i ). De plus, on peut

calculer explicitement N∗
k (Y ) pour chaque Y dans D′. Soit X dans D′, on a alors :

〈X,N∗
k (Y )〉φ = 〈Nk(X), Y 〉φ =

∑
α,β,α′,β′≥0

〈SkS
β+α′xα,α′ , S

α+β′yβ,β′〉

= 〈X,
∑

β,β′≥0

zβ+ekzβ′ ⊗ yβ,β′〉φ.

Alors, en utilisant la densité de D′, on obtient :

N∗
k (

∑
β,β′≥0

zβzβ′ ⊗ yβ,β′) =
∑

β,β′≥0

zβ+ekzβ′ ⊗ yβ,β′ = zk.Y.

En plus, on a vérifié que l’espace D′ était invariant par les opérateurs N∗
1 , · · · , N∗

m.
Donc la condition (i) est satisfaite. Soit X =

∑
α,α′≥0 z

αzα′ ⊗ xα,α′ ∈ D′, on peut
effectuer le calcul suivant pour vérifier la commutativité demandée dans l’énoncé :

N∗
i Nj(X) =

∑
α,α′≥0

zα+eizα′ ⊗ Sjxα,α′ = NjN
∗
i (X).

De la même manière, on vérifie que N∗
i N

∗
j = N∗

jN
∗
i sur D′, donc la condition (iii)

est également satisfaite. Pour terminer, on doit juste montrer que chaque opérateur
est formellement normal, c’est à dire que l’on a l’égalité ||Nj(X)||φ = ||N∗

j (X)||φ pour

103



tout X ∈ D′. Mais, si on prend X =
∑

α,α′≥0 z
αzα′ ⊗ xα,α′ , on vient de prouver les

égalités : 
Nj(X) =

∑
α,α′≥0 z

αzα′ ⊗ Sjxα,α′

N∗
j (X) =

∑
α,α′≥0 z

α+ejzα′ ⊗ xα,α′ .

En conclusion, on obtient :

||Nj(X)||2φ =
∑

α,β,α′,β′≥0

〈Sβ+α′Sjxα,α′ , S
α+β′Sjxβ,β′〉

=
∑

α,β,α′,β′≥0

〈Sβ+α′+ejxα,α′ , S
α+ej+β′xβ,β′〉 = ||zj.X||2φ = ||N∗

j (X)||2φ.

Et donc, ceci achève la démonstration de l’implication voulue.

3.2.3 Remarque : Dans la proposition de J. Stochel and F.H. Szafraniec (pour
un seul opérateur), il y a possibilité de décrire complétement le domaine de l’exten-
sion formellement normale construite. Même si notre méthode de construction est
complétement différente, on peut obtenir également le domaine de l’extension formel-
lement normale de façon explicite.

En effet, dans la proposition précédente, on a défini les opérateursNj (j = 1, · · · ,m)
sur le domaine commun D′ = Pz ⊗ D/N . Pour décrire D′, on doit caractériser les
vecteurs X =

∑
α,α′≥0 z

αzα′ ⊗ xα,α′ avec (xα,α′)α,α′≥0 famille presque nulle de D. Il

suffit de regarder pour Z = zαzα′ ⊗ x. Soit Y =
∑

β,β′≥0 z
βzβ′ ⊗ yβ,β′ avec (yβ,β′)β,β′≥0

famille presque nulle de D. Alors, on a :

〈Z, Y 〉φ =
∑

β,β′≥0

〈Sβ+α′x, Sβ′+αyβ,β′〉 = 〈zα ⊗ Sα′x, Y 〉φ.

Par densité de D′ dans l’espace de Hilbert K, on obtient les égalités suivantes :

Z = zα ⊗ Sα′x = N∗α(1⊗ Sα′x),

avec Sα′x qui est un élément de D par l’hypothèse de stabilité. En conclusion, on
obtient la représentation :

D′ = {
∑
α≥0

N∗α(1⊗ x), x ∈ D},

car l’inclusion inverse est triviale. Bien sûr, toutes les sommes sont finies.

En accord avec la définition d’un multi-opérateur hyponormal donné dans le cas
borné par A. Athavale dans (voir [At]) et afin de ne pas utiliser une notion de
commutativité qui est délicate pour des opérateurs non bornés, on définit une notion
hyponormalité jointe pour des multi-opérateurs non nécessairement bornés :

3.2.4 Définition : Soit T = (T1, · · · , Tm) un multi-opérateur non nécessairement
borné défini dans un espace de Hilbert séparable H. On dira que T est mutuellement
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hyponormal (ou jointement hyponormal) sur D si D ⊂ ∩m
i=1(D(Ti) ∩ D(T ∗i )) et si on a

l’inégalité suivante :

(3.2.9)
m∑

i,j=1

〈Tixj, Tjxi〉 ≥ ||
m∑

i=1

T ∗i xi||2,

pour toute famille (x1, · · · , xm) dans Dm.

3.2.5 Remarque : Si on est dans le cas borné, cette définition est équivalente à celle
donnée par A. Athavale (voir remarque 1 dans [At]). Bien sûr, l’hyponormalité jointe
est invariante par permutation, et tout uplet composé à partir d’éléments d’un multi-
opérateur mutuellement hyponormal sur D est également mutuellement hyponormal
sur D.

Dans le cas borné, A. Athavale a prouvé qu’un opérateur S est sous-normal si et
seulement si la famille (I, S, · · · , Sp) est mutuellement hyponormale pour chaque entier
p ≥ 1. Le théorème suivant montre, en fait, que la notion d’hyponormalité jointe peut
être reliée avec la notion de sous-normalité formelle ainsi qu’aux conditions (i)-(iii) de
la proposition 3.2.2 (qui sont équivalentes à la sous-normalité dans le cas particulier
des opérateurs bornés).

3.2.6 Théorème : Soit S = (S1, · · · , Sm) un multi-opérateur défini dans un espace
de Hilbert H. Soit, aussi, D un sous-espace vectoriel inclus dans ∩m

i=1D(Si) qui est
dense dans H et qui vérifie Si(D) ⊂ D et SiSj = SjSi sur D (i, j = 1, · · · ,m). Alors,
la famille (Sβ)β≤α est mutuellement hyponormale sur D pour tout multi-indice α ≥
(1, · · · , 1) si et seulement si S|D = (S1|D, · · · , Sm|D) admet une extension formellement
normale N = (N1, · · · , Nm) définie sur un domaine commun (D′ = D(Ni)) vérifiant
les conditions (i)-(iii) de la proposition 3.2.2.

Démonstration.
On suppose que les familles (Sβ)β≤α sont mutuellement hyponormales sur D pour tout
α ≥ (1, · · · , 1). On a juste à montrer que S|D = (S1|D, · · · , Sm|D) vérifie la condition
de positivité de Itô (en vertu de l’équivalence de la proposition 3.2.2). Soit (xI)I≥0

une famille presque nulle d’éléments dans D. Soit aussi α un multi-indice positif tel
que xI = 0 quand I ne vérifie pas l’inégalité I ≤ α. Alors, on a :∑

I,J≥0

〈SIxJ , S
JxI〉 =

∑
I,J≤α

〈SIxJ , S
JxI〉.

De plus, la famille (Sβ)β≤α est mutuellement hyponormale sur D, par consésquent
l’expression précédente vérifie :

(3.2.10)
∑

I,J≥0

〈SIxJ , S
JxI〉 ≥ ||

∑
I≥0

(SI)∗xI ||2 ≥ 0.

En particulier, S vérifie le critère de Itô sur D.
Inversement, soit N = (N1, · · · , Nm) une extension formellement normale définie

sur un domaine commun (D′ = D(Ni) comme dans la démonstration de la proposition

105



3.2.2) vérifiant les conditions (i)-(iii) de la proposition 3.2.2. On a alors :∑
I,J≤α

〈SIxJ , S
JxI〉 =

∑
I,J≥0

〈N IxJ , N
JxI〉

=
∑

I,J≥0

〈N∗JxJ , N
∗IxI〉 = ||

∑
I≥0

N∗IxI ||2.

Soit y dans D, on définit ΨJ(x) = 〈SJx, y〉 pour tout x ∈ D. Alors, on a les égalités
suivantes :

|ΨJ(x)| = |〈SJx, y〉| = |〈NJx, y〉| = |〈x,N∗Jy〉| ≤ ||x||.||N∗Jy||.

On en déduit l’appartenance y ∈ D((SJ)∗) pour tout multi-indice positif J et par
conséquent y ∈ ∩I≥0D((SJ)∗). De plus, pour tout y ∈ D, on sait que 〈x, (SJ)∗y〉 est
égal à 〈x,N∗Jy〉. En conclusion, en utilisant la densité de D, on obtient l’égalité (SJ)∗y
= PHN

∗Jy où PH est la projection orthogonale de K sur H (si on reprend les notations
de la proposition 3.3.2). Ceci entrâıne que l’on obtient :
(3.2.11)∑

I,J≤α

〈SIxJ , S
JxI〉 = ||

∑
0≤I≤α

N∗IxI ||2 ≥ ||PH
∑

0≤I≤α

N∗IxI ||2 = ||
∑

0≤I≤α

(SI)∗xI ||2.

L’inégalité (3.2.9) est bien satisfaite. Finalement, le multi-opérateur (SI)0≤I≤α est donc
mutuellement hyponormal sur D. Ceci achève la démonstration.

Ce théorème donne une généralisation de la proposition 3 de [At] (voir également
la remarque 10 de [At]). La démonstration est une conséquence simple du théorème
précédent 3.2.6.

3.2.7 Corollaire : Soit S = (S1, · · · , Sm) un multi-opérateur borné commutatif sur
un espace de Hilbert séparable H. La famille (Sβ)β≤α est mutuellement hyponormale
pour tout multi-indice vérifiant α ≥ (1, · · · , 1) si et seulement si S = (S1, · · · , Sm) est
sous-normal.

Démonstration.
Si S est un multi-opérateur sous-normal borné, il admet une extension normale qui est
en particulier une extension formellement normale sur H vérifiant les conditions (i)-
(iii) de la proposition 3.2.2. Il suffit alors de prendre comme sous-ensemble D l’espace
H tout entier et d’utiliser le théorème précédent.

Inversement, si toutes les familles (Sβ)β≤α sont mutuellement hyponormales, le
multi-opérateur S = (S1, · · · , Sm) (en prenant D = H) admet une extension formelle-
ment normale N = (N1, · · · , Nm) par le théorème précédent qui est de la forme (voir
proposition 3.2.2) :

Nj(
∑

α,α′≥0

zαzα′ ⊗ xα,α′) =
∑

α,α′≥0

zαzα′ ⊗ Sjxα,α′ , xα,α′ ∈ H.

106



En utilisant les notations du théorème 3.2.6, on a :

||Nj(
∑

α,α′≥0

zαzα′ ⊗ xα,α′)||2φ = 〈NjX,NjX〉φ

=
∑

α,β,α′,β′≥0

〈zαzα′ ⊗ Sjxα,α′ , z
βzβ′ ⊗ Sjxβ,β′〉φ

=
∑

α,β,α′,β′≥0

〈Sβ+α′+ejxα,α′ , S
α+β′+ejxβ,β′〉.

Par le lemme 2 de [It], on obtient :∑
α,β,α′,β′≥0

〈Sβ+α′+ejxα,α′ , S
α+β′+ejxβ,β′〉 ≤ ||Sj||2

∑
α,β,α′,β′≥0

〈Sβ+α′xα,α′ , S
α+β′xβ,β′〉.

Ceci entraine l’inégalité suivante :

||NjX||2φ ≤ ||X||2φ ||Sj||2,

donc les (Nj)j sont des opérateurs bornés sur K (en les prolongeant par continuité).
Ceci nous permet de conclure que le multi-opérateur N est une extension normale de
S.

Dans ce qui suit, on utilise des techniques classiques pour obtenir des relations
entre différents uplets d’opérateurs. Si on prend un multi-opérateur normal et un sous-
normal, sous quelles conditions la famille formée par la juxtaposition de ces deux multi-
opérateurs est-elle encore sous-normale (ou tout au moins formellement normale) ? Le
fait de juxtaposer des multi-opérateurs entre eux ne nous assure pas la sous-normalité
de la famille qui les compose. En effet, il existe des opérateurs commutatifs bornés et
sous-normaux tels que le bi-opérateur formé ne soit pas jointement sous-normal (voir
[Lub2] pour plus de détails).

3.2.8 Théorème : Soit A = (A1, · · · , As) un multi-opérateur sous-normal borné défini
sur un espace de Hilbert H. Soit également N = (N1, · · · , Nm) un multi-opérateur
normal non nécessairement borné défini sur le même espace de Hilbert H. Enfin,
on suppose qu’il existe un sous-espace vectoriel dense D inclus dans ∩m

i=1D(Ni) tel que
l’on ait Ni(D) ⊂ D et Ai(D) ⊂ D. Si on a l’inclusion AjNi ⊂ NiAj, le multi-opérateur
(A,N |D) admet une extension formellement normale.

Démonstration.
Soit T = (T1, · · · , Ts) une extension normale du multi-opérateur A. Alors, on définit
l’espace de Hilbert K comme la complétion de l’espace vectoriel engendré par les
éléments de la forme T ∗αx où α est un multi-indice positif et où x décrit H.

Etape 1 : Alors, on définit le multi-opérateur S = (S1, · · · , Sm) grâce aux relations :

(3.2.12) Sj(T
∗αx) = T ∗αNjx, j = 1, · · · ,m, ∀x ∈ D.
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Le domaine commun des (Sj)j (noté par D(Sj)) sera l’espace vectoriel engendré par
les vecteurs de la forme T ∗αx où x décrit D. Comme chaque opérateur a le même
domaine, on le notera par D(S). On peut remarquer également que D(S) est un sous-
espace dense dans K puisque l’on sait que T est borné et que D est dense dans H.
On commence par vérifier que le multi-opérateur est bien défini. Si on a l’égalité∑

α≥0 T
∗αxα =

∑
β≥0 T

∗βyβ, où (xα)α≥0 et (yβ)β≥0 sont des familles presque nulles
d’éléments dans D, grâce à la normalité de T, on a :

〈Sj(
∑
α≥0

T ∗αxα),
∑
δ≥0

T ∗δzδ〉 = 〈
∑
α≥0

T ∗αNjxα,
∑
δ≥0

T ∗δzδ〉 =
∑

α,δ≥0

〈T δNjxα, T
αzδ〉.

Alors, en utilisant l’hypothèse sur la stabilité de D et la commutativité, on obtient que
l’expression précédente peut s’écrire sous la forme :∑

α,δ≥0

〈AδNjxα, A
αzδ〉 =

∑
α,δ≥0

〈NjA
δxα, A

αzδ〉 =
∑

α,δ≥0

〈Aδxα, N
∗
jA

αzδ〉.

En effet, on sait que l’on a Aαzδ ∈ D ⊂ D(Nj) = D(N∗
j ), de plus AαN∗

j zδ est bien défini
puisque zδ ∈ D ⊂ D(N∗

j ). Par conséquent, en utilisant un théorème de Fuglede,
Putnam et Rosenblum (noté jusque la fin, théorème FPR, voir [Fu], [Put], [Ro]
et [Ru] pour les différentes versions de ce résultat), on obtient AiN

∗
j ⊂ N∗

jAi. Ceci
entrâıne l’égalité N∗

jA
αzδ = AαN∗

j zδ. Par conséquent, on en déduit :
(3.2.13)

〈Sj(
∑
α≥0

T ∗αxα),
∑
α≥0

T ∗δzδ〉 =
∑

α,δ≥0

〈Aδxα, A
αN∗

j zδ〉 = 〈
∑
α≥0

T ∗αxα,
∑
α≥0

T ∗δN∗
j zδ〉.

En utilisant un calcul similaire appliqué à la seconde expression, il en découle l’égalité
suivante :

〈Sj(
∑
β≥0

T ∗βyβ),
∑
δ≥0

T ∗δzδ〉 = 〈Sj(
∑
α≥0

T ∗αxα),
∑
α≥0

T ∗δzδ〉.

Alors, en utilisant la densité de l’espace vectoriel D(S), la définition de l’opérateur Sj

est bien démontrée :

(3.2.14) Sj(
∑
β≥0

T ∗βyβ) = Sj(
∑
α≥0

T ∗αxα).

Etape 2 : On montre que le multi-opérateur précédemment défini est commutatif
sur D(S). Pour ce faire, on commence par prouver l’inclusion TiSj ⊂ SjTi. En effet,
SjTi(T

∗αx) est égal à Sj(T
∗αTix) (par la normalité de T ), ce qui n’est autre que

T ∗αTiNjx = T ∗αNjAix par la stabilité de D et la commutativité supposée. On a
également :

TiSj(T
∗αx) = TiT

∗αNjx = T ∗αAiNjx,

(par les mêmes arguments que précédemment) puis on conclut en utilisant l’hypothèse
de commutativité. Utilisant la commutativité de la famille N, on en déduit que SiSj =
SjSi et de plus T est un multi-opérateur commutatif (puisque normal). Tous ces
résultats permettent d’affirmer que (T1, · · · , Ts, S1, · · · , Sm) est commutatif sur le sous-
espace vectoriel D(S).
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Etape 3 : On va montrer que, pour tout j = 1, · · · ,m, on a D(S) ⊂ D(S∗j ). Soit
y ∈ K, pour avoir y ∈ D(S∗j ), il suffit de montrer que la forme linéaire φj(x) = 〈Sjx, y〉
est continue sur D(Sj). Si (xα)α≥0 une famille presque nulle d’éléments dans D et si y
est de la forme

∑
β≥0 T

∗βyβ ∈ D(S), alors on a par l’égalité (3.2.13) :

(3.2.14) 〈Sj(
∑
α≥0

T ∗αxα), y〉 = 〈
∑
α≥0

T ∗αxα,
∑
β≥0

T ∗βN∗
j yβ〉.

Par conséquent, on obtient de (3.2.14) :
(3.2.15)

|〈Sj(
∑
α≥0

T ∗αxα), y〉| = |
∑

α,β≥0

〈T βxα, T
αN∗

j yβ〉| ≤ ||
∑
α≥0

T ∗αxα|| ||
∑
β≥0

T ∗βN∗
j yβ||.

Donc, on déduit de l’inégalité précédente que pour tout j = 1, · · · ,m, l’inclusion
D(S) ⊂ D(S∗j ) est satisfaite.

Etape 4 : On peut calculer explicitement l’opérateur S∗j sur l’espace D(S) qui nous
intéresse. Avec les mêmes notations et en utilisant le calcul ci-dessus, on obtient :

(3.2.16) 〈x, S∗j y〉 = 〈Sj(
∑
α≥0

T ∗αxα),
∑
β≥0

T ∗βyβ〉 = 〈
∑
α≥0

T ∗αxα,
∑
β≥0

T ∗βN∗
j yβ〉.

Enfin, grâce à la densité du domaine de Sj dans K, on obtient une écriture pour
l’adjoint S∗j :

(3.2.17) S∗j (
∑
β≥0

T ∗βyβ) =
∑
β≥0

T ∗βN∗
j yβ.

Etape 5 : Maintenant, il ne nous reste plus qu’à prouver que le multi-opérateur
S1, · · · , Sm est formellement normal sur D(S). Pour ce faire, on prend x =

∑
α≥0 T

∗αxα

et on a :

||Sjx||2 = 〈Sj(
∑
α≥0

T ∗αxα), Sj(
∑
β≥0

T ∗βxβ)〉 =
∑

α,β≥0

〈T ∗αNjxα, T
∗βNjxβ〉.

Par la normalité de T et la stabilité de D, l’expression précédente devient :∑
α,β≥0

〈AβNjxα, A
αNjxβ〉.

Enfin, en utilisant la commutativité ainsi que le théorème FPR, on a :∑
α,β≥0

〈NjA
βxα, NjA

αxβ〉 =
∑

α,β≥0

〈N∗
jA

βxα, N
∗
jA

αxβ〉.

Comme tous les éléments xα et yβ sont dans D ⊂ D(Nj) = D(N∗
j ), ils sont en particu-

lier dans D(AδN∗
j ) pour tout multi-indice positif δ. Par conséquent, on a N∗

jA
βxα =

AβN∗
j xα et N∗

jA
αxβ = AαN∗

j xβ. D’où, en utilisant l’étape 4, le calcul ci-dessus devient :

(3.2.18) ||Sjx||2 =
∑

α,β≥0

〈T ∗αN∗
j xα, T

∗βN∗
j xβ〉 = ||S∗j x||2.
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En conclusion, on obtient que S est un multi-opérateur formellement normal sur D(S).
On a construit S tel que (T, S) soit commutatif sur D(S) et comme de plus T est
normal, il en découle que (T, S) est également formellement normal sur D(S) (car D(S)
est invariant par les Ti, i = 1, · · · , s) et prolonge (A,N |D). Ceci achève la démonstration
du théorème.

3.2.9 Remarques :
(1) Pour le résultat précédent, on a construit en fait une extension formellement nor-

male de N |D qui « commute » avec l’extension normale minimale du multi-opérateur
A.

(2) Si on se place dans le cas de multi-opérateurs bornés, on obtient un résultat
qui généralise la proposition 2 de [Slo] où le cas d’un opérateur A sous-normal et d’un
opérateur B normal est démontré.

On utilise le théorème 3.2.8 pour donner une condition de sous-normalité pour
un multi-opérateur formé par la juxtaposition de deux multi-opérateurs normaux (ou
sous-normaux). On utilisera, en particulier des résultats récents (parus en 2001) de
J. Eschmeier et F.-H. Vasilescu sur les extensions auto-adjointes d’opérateurs
symétriques (voir le théorème 3.2 de [Es-Vas]).

3.2.10 Corollaire : Soit A = (A1, · · · , As) un multi-opérateur sous-normal borné
défini sur un espace de Hilbert H. Soit N = (N1, · · · , Nm) un multi-opérateur normal
(non nécessairement borné), défini dans le même espace, tel que I +

∑
1≤j≤mN

∗
jNj,

défini sur D, admette une image dense (où D est un sous-espace dense inclus dans
∩m

i=1D(Ni) tel que l’on ait Ni(D) ⊂ D, Aj(D) ⊂ D et N∗
i (D) ⊂ D). On suppose, enfin,

que l’on a AjNi ⊂ NiAj (i = 1, · · · ,m; j = 1, · · · , s). Alors le multi-opérateur (A,N |D)
admet une extension normale.

Démonstration.
On utilise les notations de la démonstration du théorème 3.2.8. Soit U l’opérateur
défini sur le domaine D(U) par :

(3.2.19) UX =
∑

1≤j≤m

S∗jSjX, ∀X ∈ D(U) = D(S).

L’opérateur U est bien défini du fait de la double inclusion suivante (que nous avons
déjà vérifiée plus haut) : Sj(D(S)) ⊂ D(S) ⊂ D(S∗j ). On commence par calculer
explicitement 〈(I + U)X,X〉 (on notera X par l’expression

∑
α≥0 T

∗αxα) :

〈(I + U)X,X〉 = ||
∑
α≥0

T ∗αxα||2 +
∑

1≤j≤m

∑
α,β≥0

〈T ∗αN∗
jNjxα, T

∗βxβ〉.

Par la normalité de T, on a :

||
∑
α≥0

T ∗αxα||2 +
∑

1≤j≤m

∑
α,β≥0

〈T βN∗
jNjxα, T

αxβ〉.

Par la stabilité de l’espace D, cette expression devient :

||
∑
α≥0

T ∗αxα||2 +
∑

1≤j≤m

∑
α,β≥0

〈AβN∗
jNjxα, A

αxβ〉.
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Enfin, par l’hypothèse de commutativité ainsi que le théorème FPR, ceci peut s’écrire :

(3.2.20) 〈(I + U)X,X〉 = ||
∑
α≥0

T ∗αxα||2 +
∑

1≤j≤m

||
∑
α≥0

T ∗αNjxα||2.

Grâce à la définition de S∗j sur D(S) et puisque l’on a supposé N∗
i (D) ⊂ D, on obtient

(I + U)D(U) ⊂ D(U). De plus, par le calcul précédent, on voit que l’opérateur U est
injectif. Soit Y de la forme

∑
α≥0 T

∗αyα ∈ D(U) et soit X de la forme
∑

α≥0 T
∗αxα,

on a :

(3.2.21) (I + U)X =
∑
α≥0

T ∗α(I +
∑

1≤j≤m

N∗
jNj)xα.

Par conséquent, grâce à l’hypothèse de densité de l’image de I +
∑

1≤j≤mN
∗
jNj, on

obtient la même propriété pour l’image de I + U, op—’erateur défini sur l’espace
vectoriel D(S) (on utilise également la continuité des opérateurs (T ∗i )i). Comme les
opérateurs Sj vérifientD(Sj) ⊂ D(S∗j ), on décompose chaque opérateur comme Cj+iBj

avec D(Bj) = D(Cj) (voir le lemme 2.2 de [Ot] pour de telles décompositions, voir
aussi [Es-Vas]), où les opérateurs (Cj)j et (Bj)j sont symétriques. En fait, on a :

Cj =
Sj + S∗j

2
et Bj =

Sj − S∗j
2i

.

De plus, comme D(S) est invariant par chaque Sj et chaque S∗j puisque N∗
i (D) ⊂ D,

on obtient :

D(S) ⊂
m⋂

i=1

D∞(Sj) ∩
m⋂

i=1

D∞(S∗j ).

On a également, grâce à la commutativité du multi-opérateur N et à sa normalité,
SjSkx = SkSjx et SjS

∗
kx = S∗kSjx pour tout x ∈ D(S). On en conclut que :

B∗
jCkx = BjCkx = CkBjx = C∗

kBjx, ∀x ∈ D(S).

Ceci implique que pour tout x ∈ D(S), on a S∗jSjx = C2
j x + B2

jx. Donc, en utilisant
le théorème 3.2 de [Es-Vas], on obtient que l’opérateur U qui s’écrit :

Ux =
m∑

j=1

S∗jSjx =
m∑

j=1

C2
j x+B2

jx, ∀x ∈ D(S),

est essentiellement auto-adjoint. Et par une généralisation d’un résultat de Nelson (voir
[Nel] et [Pu-Vas2] également), on obtient que (C1, · · · , Cm, B1, · · · , Bm) est une famille
commutative d’opérateurs auto-adjoints. Si (x, y) est un bi-point dans le graphe de Cj,
il existe une suite (xn)n≥0 dans D(Cj) telle que l’on ait xn → x et Cjxn = Cjxn → y =
Cjx. On écrit xn =

∑
I T

∗IzI,n, et on a :

TkCjxn =
∑
I≥0

TkT
∗INj +N∗

j

2
zI,n =

∑
I≥0

T ∗I
Nj +N∗

j

2
TkzI,n = CjTkxn

(pour vérifier la relation Tk(Nj +N∗
j )zI,n = (Nj +N∗

j )TkzI,n, on doit juste remarquer
que zI,n est dans D ⊂ H et utiliser le théorème FPR ainsi que l’invariance de D par
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N∗
j ). La suite (TkCjxn)n≥0 converge vers TkCjx parce que l’opérateur Tk est continu.

Donc, (Tkxn, CjTkxn) est dans le graphe de Cj qui est fermé et cette suite converge vers
le bi-point (Tkx, TkCjx). En conséquence, (Tkx, TkCjx) est dans le graphe de Cj. Ceci
implique, en particulier, que Tkx est dans le domaine D(Cj) et qu’il vérifie CjTkx =
TkCjx. Bien sûr la même opération peut être faite pour les fermetures canoniques des
opérateurs Bk. Ensuite, il suffit de poser :

Rj = Cj + iBj, j = 1, · · · ,m.

Ceci entrâıne que le multi-opérateur R = (R1, · · · , Rm) est normal. De plus, R satisfait
TkRj ⊂ RjTk. Donc, pour tout ensemble borélien σj (si Ej est la mesure spectrale
associée à Rj), on a TkEj(σj) = Ej(σj)Tk (voir le théorème 13.33 de [Ru]). Si Fk est
la mesure spectrale associée à Tk, alors Ej et Fk commutent dans le sens :

(3.2.22) Fk(τk)Ej(σj) = Ej(σj)Fk(τk),

où τk est un ensemble borélien de C. Pour tout couple d’ensembles boréliens de la forme
σ = σ1 × · · · × σm et τ = τ1 × · · · × τs, on a F (τ)E(σ) = E(σ)F (τ), puisque F (τ) =
F1(τ1) · · ·Fs(τs) et E(σ) = E1(σ1) · · ·Em(σm). Enfin, on approxime chaque ensemble
borélien par des éléments de cette forme. Finalement, on en conclut que la famille
(T,R) est une famille commutative d’opérateurs normaux qui prolonge (A,N |D).

3.2.11 Remarques :
(1) Dans le cas d’opérateurs bornés, on sait que si A est sous-normal et commute

avec un opérateur normal B, (et si N est l’extension normale minimale de A) il existe
une unique extension normale de B qui commute avec N (voir la proposition 2 de
[Slo]).

(2) Le fait de supposer plus de conditions sur le multi-opérateur N dans le corol-
laire précédent 3.2.10 semble nécessaire. En effet, on sait que si on a deux opérateurs
commutatifs sous-normaux bornés S et T, et si S admet une extension sous-normale
qui commute avec l’extension normale minimale de T, ceci n’est pas équivalent au fait
que le multi-opérateur (S, T ) soit sous-normal (voir le problème 2 de [Abr]).

(3) La normalité formelle dans le cas d’un seul opérateur peut être liée à la norma-
lité. En effet, E.A. Coddington donne des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’un opérateur formellement normal soit normal (voir [Cod]). Mais ceci n’est pas tou-
jours valable, en fait il existe des opérateurs formellement normaux qui n’admettent
pas d’extensions normales (voir par exemple [Ot-Sch]).
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Partie III.3 Sous-normalité jointe

Dans cette troisième section dédiée aux opérateurs non bornés, nous nous intéresserons
au problème de la sous-normalité proprement dite. On donnera plusieurs critères de
sous-normalité jointe. Dans toute cette partie, on s’occupera de multi-opérateurs ayant
un sous-espace invariant et dense. Les premiers critères utilisent des solutions du
problème des moments sur des ensembles non bornés dans le cas de plusieurs variables.
On donne en particulier des caractérisations en terme d’existence de multi-suites de
formes sesquilinéaires vérifiant certaines conditions de positivité (voir [Vas4] pour des
résultats similaires). Nous donnons également un critère basé sur une méthode due
à Stochel et Szafraniec où le cas d’un seul opérateur a été traité (voir [St-Sz2]).
Cette dernière nécessite entre autres choses la notion de sous-normalité formelle traitée
précédemment.

On donne également une première application de ces critères au cas de multi-
opérateurs formés d’applications linéaires bijectives. Ces résultats généralisent des pro-
positions publiées en 1989 par les derniers auteurs cités.

Avant de commencer proprement dit, on introduit plusieurs notations et remarques
nécessaires. Soit λ une forme sesquilinéaire, on note par λ− le conjugué de λ : c’est-à-
dire la forme définie par :

∀(x, y), λ−(x, y) = λ(x, y);

λ n’est plus sesquilinéaire.
On travaillera avec des 3n-suites de formes sesquilinéaires Θ = (Θα,β,δ)α,β,δ∈Zn

+

définies sur un sous-espace vectoriel D deH, vérifiant pour tout multi-indice (α, β, δ) ∈
(Zn

+)3 et pour tout couple (x, y) dans D ×D :

(3.3.1)
(i) Θ0,0,0(∗, ∗) = 〈∗, ∗〉|D×D,

(ii) Θα,β,δ = Θ−
β,α,δ ◦W,

où 〈∗, ∗〉 est le produit scalaire sur H et où W est l’involution sur H2 donnée par
W (x, y) = (y, x). On peut associer à cette multi-suite Θ une forme hermitienne uni-
tale ΛΘ sur F ⊗ D, où F est l’algèbre des fractions rationelles en (z̄, z) avec des
dénominateurs de la forme (1 + |z1|2)ω1 · · · (1 + |zn|2)ωn .

3.3.1 Définition : En reprenant ce qui vient d’être dit, soit ΛΘ une forme hermitienne
définie sur F ⊗D. On dira que ΛΘ est unitale si, pour tout x ∈ D, on a :

ΛΘ(1⊗ x, 1⊗ x) = ||x||2.

Afin de ne pas alourdir les notations, on notera par (1 + |z|2)ω l’expression (1 +
|z1|2)ω1 · · · (1+|zn|2)ωn où ω est le multi-indice négatif (ω1, · · · , ωn). Si on considère dans
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l’algèbre F la famille génératrice (z̄αzβ(1+|z|2)−δ)α,β,δ∈Zn
+
, alors pour toute paire (φ, ψ)

dans (F⊗D)2, φ =
∑

α,β,δ z̄
αzβ(1+|z|2)−δ⊗xα,β,δ et ψ =

∑
α,β,δ z̄

αzβ(1+|z|2)−δ⊗yα,β,δ,
on définit ΛΘ par :

ΛΘ(φ, ψ) =
∑

α,β,δ,α′,β′,δ′

Θα+β′,β+α′,δ+δ′(xα,β,δ, yα′,β′,δ′).

Enfin, la multi-suite Θ sera dite de type positive si la forme associée ΛΘ est semi-
définie positive.

Du fait que Θ0,0,0 est la restriction du produit scalaire sur H, on peut affirmer que
l’application linéaire D 3 x → 1 ⊗ x ∈ F ⊗ D est une isométrie, qui peut s’étendre
par continuité à H tout entier. Ceci permet d’identifier D comme un sous-espace de
F ⊗ D. Pour plus de détails, on peut se référer à l’égalité (1.10′) et à l’exemple 1.5.1
de [Vas4].

Soit (e1, · · · , en) la base canonique de Rn. On peut alors donner la caractérisation
de sous-normalité jointe suivante (on peut noter qu’une autre version de ce résultat a
été donnée par F.-H. Vasilescu, voir le théorème 3.4 de [Vas4]) :

3.3.2 Théorème : Soit T = (T1, · · · , Tn) un multi-opérateur non nécessairement
borné défini dans un espace de Hilbert H. Soit D ⊂ D(T1)∩· · ·∩D(Tn) un sous-espace
vectoriel, dense dans H et invariant par T1, · · · , Tn. Il existe un espace de Hilbert K
contenant H et un multi-opérateur normal N = (N1, · · · , Nn) défini dans K tels que
l’on ait D ⊂ D(N1) ∩ · · · ∩ D(Nn) et Tjx = Njx pour tout élément x dans D et pour
tout j dans {1, · · · , n} si et seulement si il existe une 3n-suite Θ = (Θα,β,δ)α,β,δ∈Zn

+
de

formes sesquilinéaires définies sur D ×D vérifiant les cinq propriétés suivantes :

(1) Θ0,0,0(∗, ∗) = 〈∗, ∗〉|D×D.
(2) Θ0,ej ,0(x, y) = 〈T ejx, y〉 pour tout (x, y) ∈ D ×D et pour tout j ∈ {1, · · · , n}.
(3) Θej ,ej ,0(x, x) = Θej ,0,0(T

ejx, x) = ||T ejx||2, j ∈ {1, · · · , n}, x ∈ D.
(4) Θα,β,δ = Θα,β,δ+ej

+ Θα+ej ,β+ej ,δ+ej
pour tout α, β, δ ∈ Zn

+ et pour tout
j ∈ {1, · · · , n}.

(5) Θ est de type positive.

Démonstration.
On suit les lignes de la démonstration du théorème 3.4 de [Vas4] (voir également
[Pu-Vas2] et [Vas5] pour des méthodes similaires). Comme il existe des différences
importantes dans la démonstration, on donnera tous les détails. On commence par
supposer que le multi-opérateur T |D = (T1|D, · · · , Tn|D) admette une extension normale
N, définie dans un espace de Hilbert K contenant H. De plus, par notre hypothèse
d’invariance, on a l’inclusion :

D ⊂ D∞(N).

Soit E la mesure spectrale (jointe) associée au multi-opérateur normal N . On définit
les formes sesquilinéaires Θα,β,δ sur D ⊗D par :

(3.3.2) Θα,β,δ(x, y) = 〈
∫

σ(N)

z̄αzβ(1 + |z|2)−δdE(z)x, y〉, ∀α, β, δ ∈ Zn
+, ∀(x, y) ∈ D2.
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En particulier, pour tout (x, y) dans D2, on a :

(3.3.3) Θ0,0,0(x, y) = 〈
∫

σ(N)

1dE(z)x, y〉 = 〈x, y〉.

Ceci entrâıne (1). De façon similaire, on obtient la condition (2) :

Θ0,ej ,0(x, y) = 〈
∫

σ(N)

zejdE(z)x, y〉 = 〈N ejx, y〉 = 〈T ejx, y〉.

Pour la propriété (3), on a :

Θej ,ej ,0(x, x) = 〈
∫

σ(N)

z̄ejzejdE(z)x, x〉 = 〈N∗ejN ejx, x〉 = ||N ejx||2 = ||T ejx||2,

et

〈N∗ejN ejx, x〉 = 〈
∫

σ(N)

z̄ejdE(z)N ejx, x〉 = Θej ,0,0(T
ejx, x).

Et pour chaque j ∈ {1, · · · , n}, l’égalité suivante est évidente :

z̄αzβ(1 + |z|2)−δ = z̄αzβ(1 + |z|2)−δ−ej + z̄α+ejzβ+ej(1 + |z|2)−δ−ej .

Or cette relation appliquée au calcul fonctionnel de N entrâıne trivialement (4). Enfin
pour la condition (5), si on prend φ =

∑
α,β,δ z̄

αzβ(1 + |z|2)−δ ⊗ xα,β,δ dans F ⊗D, on
obtient :

ΛΘ(φ, φ) =
∑

α,β,δ,α′,β′,δ′

Θα+β′,β+α′,δ+δ′(xα,β,δ, xα′,β′,δ′)

=
∑

α,β,δ,α′,β′,δ′

〈
∫

σ(N)

z̄α+β′zβ+α′(1 + |z|2)−δ−δ′dE(z)xα,β,δ, xα′,β′,δ′〉.

Cette dernière expresssion n’est autre que :∑
α,β,δ,α′,β′,δ′

〈
∫

σ(N)

z̄αzβ(1 + |z|2)−δdE(z)

∫
σ(N)

z̄β′zα′(1 + |z|2)−δ′dE(z)xα,β,δ, xα′,β′,δ′〉

Comme on sait que l’adjoint de l’opérateur
∫

σ(N)
z̄β′zα′(1 + |z|2)−δ′dE(z) n’est autre

que
∫

σ(N)
z̄β′zα′(1 + |z|2)−δ′dE(z), (voir [Du-Schw] théorème 6 p.1196), on obtient

l’inégalité suivante :

ΛΘ(φ, φ) = ||
∑
α,β,δ

∫
σ(N)

z̄αzβ(1 + |z|2)−δdE(z)xα,β,δ||2 ≥ 0.

Pour l’implication réciproque, on suppose que ΛΘ est semi-définie positive sur F ⊗
D. Si on écrit chaque zj = uj + ivj, alors F peut être vu comme l’algèbre des fractions
rationelles à 2n variables réelles où les dénominateurs sont de la forme

∏n
j=1(1 +

u2
j + v2

j )
δj . On notera par U1, · · · , Un, V1, · · · , Vn les opérateurs multiplication par les
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variables indépendantes u1, · · · , un, v1, · · · , vn respectivemenet sur F ⊗ D/NΘ (où NΘ

est l’espace de tous les éléments φ ∈ F ⊗ D satisfaisant à ΛΘ(φ, φ) = 0). On peut
vérifier que les opérateurs (I + U2

j + V 2
j ) sont positifs et avec le même domaine dense

F ⊗ D/NΘ, qui est en particulier invariant par chaque U1, · · · , Un, V1, · · · , Vn dans
l’espace de Hilbert HΛ associé à ΛΘ (où HΛ est la complétion de F ⊗ D/NΘ et
où ||.||Λ est la norme hermitienne associée, pour plus de détails on peut se référer à
[Ge-Na], [Du-Schw], [Fu], etc.). En effet, grâce à la linéarité de ΛΘ et en utilisant le
fait que les différentes variables u1, · · · , un, v1, · · · , vn sont réelles, on obtient :

(3.3.4)

〈[I + U2
j + V 2

j ]φ, φ〉Λ = ΛΘ([I + U2
j + V 2

j ]φ, φ)

= ΛΘ(φ, φ) + ΛΘ(ujφ, ujφ) + ΛΘ(vjφ, vjφ)

= ||φ||2Λ + ||ujφ||2Λ + ||vjφ||2Λ ≥ 0.

De plus, ces opérateurs (I + U2
j + V 2

j ) sont inversibles sur leur domaine de définition
puisque l’algèbre F est l’ensemble de toutes les fractions rationnelles avec des dénominateurs
de ce type. L’invariance de F⊗D/NΘ est également évidente. Egalement, pour chaque
(j, k) ∈ {1, · · · , n}2, en utilisant la commutativité de U1, · · · , Un, V1, · · · , Vn, on a
l’égalité suivante :

(3.3.5)
Wj,k = (I + U2

j + V 2
j )(I + U2

k + V 2
k )

= I + U2
j + V 2

j + U2
k + V 2

k + (UjUk)
2 + (VjVk)

2 + (UjVk)
2 + (VjUk)

2.

Grâce aux remarques précédentes, ces opérateurs Wj,k sont tous positifs, inversibles et
définis sur l’espace vectoriel dense F ⊗ D/NΘ qui est invariant par tous les Wj,k. On
peut donc appliquer le lemme 2.2 de [Pu-Vas2], donc les fermetures canoniques Wj,k

des Wj,k sont des opérateurs auto-adjoints. Maintenant, en appliquant la proposition
2.1 de cette même référence (qui généralise un résultat de [Nel]), on obtient que les
fermetures Uj, Vj, Uk, Vk, UjUk, VjVk, UjVk, VjUk, des Uj, Vj, Uk, Vk, UjUk, VjVk, UjVk,
VjUk, respectivement, sont des opérateurs auto-adjoints commutatifs. En particulier,
Uj, Vj, Uk et Vk, commutent pour tout couple (j, k) ∈ {1, · · · , n}2. Finalement, on
obtient que les opérateurs U1, · · · , Un, V1, · · · , Vn sont essentiellement auto-adjoints, et
de plus leurs fermetures canoniques commutent. On pose alors les opérateurs :

(3.3.6) Nj = Uj + iVj, j = 1, · · · , n.

Ces opérateurs (N1, · · · , Nn) commutent et sont normaux. Soit F la mesure spectrale
associée à cette famille d’opérateurs normaux. Alors, si r(U1, · · · , Un, V1, · · · , Vn) est
l’opérateur défini sur F ⊗D/NΘ par :

r(U1, · · · , Un, V1, · · · , Vn)(φ+NΘ) = rφ+NΘ,

pour tout r ∈ F et φ ∈ F ⊗D. Alors on obtient les inclusions suivantes :

(3.3.7) r(U1, · · · , Un, V1, · · · , Vn) ⊂ r(U1, · · · , Un, V1, · · · , Vn),
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pour tout élément r dans F où r(U1, · · · , Un, V1, · · · , Vn) est donné par le calcul fonc-
tionnel de la famille commutative d’opérateurs auto-adjoints. En effet, si r est un
polynôme, cette affirmation est triviale. Maintenant, soit gβ = (1+u2

1 + v2
1)
−β1 · · · (1+

u2
n + v2

n)−βn avec β ∈ Zn
+. On a gβ(U1, · · · , Un, V1, · · · , Vn) ⊂ gβ(U1, · · · , Un, V1, · · · , Vn),

puisque :

gβ(U1, · · · , Vn)[g−β(U1, · · · , Un, V1, · · · , Vn)− g−β(U1, · · · , Un, V1, · · · , Vn)] = 0,

sur F ⊗D. En combinant les deux remarques précédentes, on obtient bien (3.3.7).
Maintenant, comme on a ΛΘ(zα ⊗ x, 1⊗ y) = 〈Nα(1⊗ x), (1⊗ y)〉, on en déduit :

(3.3.8) ΛΘ(zα ⊗ x, 1⊗ y) =

∫
σ(N)

zαdF1⊗x,1⊗y.

En utilisant le plongement naturel deH dansHΛ, on peut identifier l’opérateur Tj dans
H et l’opérateur défini par 1⊗ x → 1⊗ Tjx. En conclusion, pour tout j ∈ {1, · · · , n}
et pour tout couple (x, y) ∈ D2 on obtient :

||Tjx−Njx||2Λ = ||Tjx||2Λ + ||Njx||2Λ − 2<〈Tjx,Njx〉Λ

= Θej ,ej ,0(x, x) + 〈N∗
jNjx, x〉Λ − 2<Θ0,ej ,0(x,Njx)

= ΛΘ(zej ⊗ x, zej ⊗ x) +

∫
σ(N)

zej z̄ejdF1⊗x,1⊗x − 2<ΛΘ(zej ⊗ x, 1⊗Njx)

= 2ΛΘ(zej ⊗ x, zej ⊗ x)− 2ΛΘ(zej ⊗ x, 1⊗Njx) = 0.

(où < représente bien sûr la partie réelle d’un nombre complexe). Par conséquent, on
a :

∀x ∈ D, Tjx = Njx.

Le multi-opérateur T |D = (T1|D, · · · , Tn|D) admet donc bien une extension normale.

3.3.3 Remarque : Au début de cette section, à partir d’une 3n-suite de formes
sesquilinéaires, on a défini une forme hermitienne unitale ΛΘ sur F ⊗ D. De manière
similaire, soit ∆ = (∆α,β,δ)α,β,δ∈Zn

+
une 3n-suite d’applications linéaires sur un sous-

espace D inclus dans H, vérifiant pour chaque élément (α, β, δ) ∈ (Zn
+)3 et pour tout

couple (x, y) ∈ D ×D les deux propriétés suivantes :

(3.3.9)
(iii) ∆0,0,0 = I|D,

(iv) 〈∆α,β,δx, y〉 = 〈x,∆β,α,δy〉.

Alors, on peut associer à cette multi-suite une forme hermitienne Λ∆ sur F ⊗ D
en posant pour tout couple (φ, ψ) dans (F ⊗ D)2 (avec les représentations φ =∑

α,β,δ z̄
αzβ(1 + |z|2)−δ ⊗ xα,β,δ et ψ =

∑
α,β,δ z̄

αzβ(1 + |z|2)−δ ⊗ yα,β,δ) :

Λ∆(φ, ψ) =
∑

α,β,δ,α′,β′,δ′

〈∆α+β′,β+α′,δ+δ′xα,β,δ , yα′,β′,δ′〉.
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De plus, cette multi-suite ∆ sera dite de type positive si la forme associée Λ∆ est
semi-définie positive.

3.3.4 Corollaire : Soit T = (T1, · · · , Tn) un multi-opérateur défini sur un espace de
Hilbert H. Soit D ⊂ D(T1)∩ · · · ∩D(Tn) un sous-espace, dense dans H et invariant
par chaque T1, · · · , Tn. Il existe un espace de Hilbert K contenant H et un multi-
opérateur normal N = (N1, · · · , Nn) défini dans K tels que D ⊂ D(N1) ∩ · · · ∩ D(Nn)
et Tjx = Njx pour tout élément x dans D et pour tout j dans {1, · · · , n} si et seulement
si il existe une 3n-suite ∆ = (∆α,β,δ)α,β,δ∈Zn

+
d’applications linéaires sur D vérifiant les

cinq propriétés suivantes :

(1′) ∆0,0,0 = I|D.
(2′) ∆0,ej ,0x = T ejx pour tout x ∈ D et pour tout j ∈ {1, · · · , n}.
(3′) 〈∆ej ,ej ,0x, x〉 = 〈∆ej ,0,0T

ejx, x〉 = ||T ejx||2, j ∈ {1, · · · , n}, x ∈ D.
(4′) ∆α,β,δ = ∆α,β,δ+ej

+ ∆α+ej ,β+ej ,δ+ej
pour tout α, β, δ ∈ Zn

+ et pour tout
j ∈ {1, · · · , n}.

(5′) ∆ est de type positive.

Démonstration.
On suppose que T |D = (T1|D, · · · , Tn|D) admette une extension normale N, définie dans
un espace de Hilbert K qui contient H. Soit E la mesure spectrale associée à cette
extension N et soit PH la projection orthogonale de K sur H. On définit les opérateurs
∆α,β,δ par :

(3.3.10) ∆α,β,δx = PH

∫
σ(N)

z̄αzβ(1 + |z|2)−δdE(z)x, ∀α, β, δ ∈ Zn
+, ∀x ∈ D.

En posant les formes sesquilinéaires Ωα,β,δ(x, y) = 〈∆α,β,δx, y〉 pour tout α, β, δ ∈
Zn

+, x, y ∈ D, on obtient une 3n-suite Ω = (Ωα,β,δ)α,β,δ∈Zn
+

de formes sesquilinéaires sur
D × D. On peut vérifier sans trop de difficultés que les propriétés (1′)-(5′) sont bien
satisfaites, ce sont les mêmes types de calculs que dans le théorème 3.3.2 (en utilisant
en plus la densité de D dans H).

Pour l’implication inverse, il suffit d’utiliser le théorème 3.3.2 avec la 3n-suite Ω =
(Ωα,β,δ)α,β,δ∈Zn

+
de formes sesquilinéaires sur D × D définie ci-dessus. Les conditions

(iii) et (iv) sur la multi-suite ∆ impliquent clairement les conditions (i) et (ii) sur la
multi-suite Ω. Il en est de même pour les hypothèses (1′)-(5′) sur ∆ qui impliquent que
Ω vérifie les hypothèses (1)-(5) du théorème 3.3.2.

Les résultats de cette section nous donne des conditions nécessaires et suffisantes
pour décider si un multi-opérateur T |D = (T1|D, · · · , Tn|D) est ou non, sous-normal.
Néanmoins, dans ces formes, ces conditions ne sont pas assez explicites puisqu’elles
ne dépendent pas uniquement du multi-opérateur donné T |D mais aussi de l’existence
d’une multi-suite de formes sesquilinéaires ou d’applications linéaires, avec des pro-
priétés particulières. Dans la suite, on va donner des applications plus précises et plus
explicites où ces critères peuvent s’appliquer, des situations où n’interviennent que des
conditions sur le multi-opérateur donné T |D.
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Avant de donner un autre critère de sous-normalité, on donne un exemple où ces
derniers résultats s’appliquent. On va donner des relations entre la sous-normalité
d’un multi-opérateur (où chaque opérateur « coordonnée » est inversible) et la sous-
normalité du multi-opérateur défini par leurs inverses. Même si on connâıt des résultats
pour un opérateur (voir le corollaire 2 de [St-Sz2]), le résultat semble être nouveau pour
des uplets d’opérateurs. Il existe des uplets d’opérateurs permutables sous-normaux
qui n’admettent pas d’extension normale. A. Lubin a donné un exemple d’un couple
d’opérateurs sous-normaux n’ayant pas d’extension normale (jointe) (voir [Lub2] et
[Abr], voir aussi [Lub3]).

3.3.5 Corollaire : Soit T = (T1, · · · , Tn) un multi-opérateur défini dans un espace
de Hilbert H. Soit D un sous-espace dense inclus dans ∩n

i=1D(Ti) tel que TiD = D
pour tout i = 1, · · · , n. On suppose que chaque Ti est bijectif sur D. Alors, T |D =
(T1|D, · · · , Tn|D) est sous-normal si et seulement si T−1|D = (T−1

1 |D, · · · , T−1
n |D) est

sous-normal.

Démonstration.
Si le multi-opérateur T |D est sous-normal, il existe une 3n-suite de formes linéaires
définies sur D, (Θα,β,δ)α,β,δ vérifiant les propriétés (1) à (5) du théorème 3.3.2 (comme
T |D est sous-normal, T |D est également permutable. On peut donc décrire sans am-
bigüıté les puissances de T |D). On peut décrire une de ces multi-suites (voir (3.3.2)) :

Θα,β,δ(x, y) = 〈
∫

σ(N)

z̄αzβ(1 + |z|2)−δdE(z)x, y〉, ∀α, β, δ ∈ Zn
+, ∀(x, y) ∈ D2,

où E est la mesure spectrale associée à l’extension normale N de T |D. Dans un premier
temps, on peut donner deux propriétés supplémentaires vérifiées par cette multi-suite :
pour tout (x, y) ∈ D2 et pour j = 1, · · · , n, on a :

(3.3.11)

Θα,β,δ(Tjx, y) = 〈
∫

σ(N)

z̄αzβ(1 + |z|2)−δdE(z)Njx, y〉

= 〈
∫

σ(N)

z̄αzβ+ej(1 + |z|2)−δdE(z)x, y〉 = Θα,β+ej ,δ(x, y).

De façon similaire, on a également pour tout (x, y) ∈ D2 et pour j = 1, · · · , n :

Θα,β,δ(x, Tjy) = Θα+ej ,β,δ(x, y).

Maintenant, on définit la multi-suite ∆ = (∆α,β,δ) de formes sesquilinéaires sur D, par
l’égalité suivante :

(3.3.12) ∆α,β,δ(x, y) = Θα,β,δ(T
δ−2βx, T δ−2αy), ∀α, β, δ ∈ Zn

+, ∀(x, y) ∈ D2.

Alors, on va vérifier que cette nouvelle multi-suite satisfait aux conditions (1) à (5) du
théorème 3.3.2 pour le multi-opérateur T−1|D = (T−1

1 |D, · · · , T−1
n |D). Dans un premier

temps, on a évidemment :

∆0,0,0(x, y) = Θ0,0,0(x, y) = 〈x, y〉.
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En ce qui concerne la propriété (2), il suffit de voir :

∆0,ej ,0(x, y) = Θ0,ej ,0(T
−2
j x, y) = 〈TjT

−2
j x, y〉 = 〈T−1

j x, y〉.

La troisième relation découle des deux séries d’égalités suivantes :

∆ej ,ej ,0(x, x) = Θej ,ej ,0(T
−2
j x, T−2

j x) = ||T−1
j x||2

∆ej ,0,0(T
−1
j x, x) = Θej ,0,0(T

−1
j x, T−2

j x) = Θej ,0,0(TjT
−2
j x, T−2

j x) = ||T−1
j x||2.

La quatrième s’obtient grâce au calcul qui suit, pour tout couple (x, y) ∈ D :

−∆α,β,δ(x, y) + ∆α,β,δ+ej
(x, y) + ∆α+ej ,β+ej ,δ+ej

(x, y)

= −Θα,β,δ(T
δ−2βx, T δ−2αy) + Θα,β,δ+ej

(T δ+ej−2βx, T δ+ej−2αy)

+Θα+ej ,β+ej ,δ+ej
(T δ−ej−2βx, T δ−ej−2αy)

= −Θα+ej ,β+ej ,δ(T
δ−ej−2βx, T δ−ej−2αy) + Θα+2ej ,β+2ej ,δ+ej

(T δ−ej−2βx, T δ−ej−2αy)

+Θα+ej ,β+ej ,δ+ej
(T δ−ej−2βx, T δ−ej−2αy).

= −Θa,b,c(u, v) + Θa+ej ,b+ej ,c+ej
(u, v) + Θa,b,c+ej

(u, v) = 0,

où on a posé a = α+ej, b = β+ej, c = δ, u = T δ−ej−2βx et v = T δ−ej−2αy. Enfin, pour
la condition de positivité, on doit montrer que, pour toute famille presque nulle x =
(xα,β,δ)α,β,δ d’éléments dans D, la somme

∑
α,β,δ,α′,β′,δ′ ∆α+β′,β+α′,δ+δ′(xα,β,δ, xα′,β′,δ′) est

positive. Soient α0 = (max{α1}, · · · ,max{αn}) et β0 = (max{β1}, · · · ,max{βn}).
Alors, cette somme peut s’écrire :∑

α,β,δ,α′,β′,δ′

Θα+β′,β+α′,δ+δ′(T
δ+δ′−2β−2α′xα,β,δ, T

δ+δ′−2β′−2αxα′,β′,δ′)

=
∑

α,β,δ,α′,β′,δ′

Θα+β′,β+α′,δ+δ′(T
δ+δ′−2β0−2α0+2(β0−β)+2(α0−α′)xα,β,δ,

T δ+δ′−2β0−2α0+2(β0−β′)+2(α0−α)xα′,β′,δ′)

=
∑

α,β,δ,α′,β′,δ′

Θα+β′+δ+2(α0−α),β+α′+δ′+2(α0−α′),δ+δ′(T
δ−2β0−2α0+2(β0−β)xα,β,δ,

T δ′−2β0−2α0+2(β0−β′)xα′,β′,δ′).

Donc, si l’on pose a = α+δ+2(α0−α), b = β, c = δ, et ya,b,c = T δ−2β0−2α0+2(β0−β)xα,β,δ,
la formule précédente n’est autre que :∑

a,b,c,a′,b′,c′

Θa+b′,b+a′,c+c′(ya,b,c, ya′,b′,c′)

qui est positif puisque Θ satisfait à la propriété (5). Par conséquent, on peut appliquer
le théorème 3.3.2. Ceci entrâıne que le multi-opérateur T−1|D = (T−1

1 |D, · · · , T−1
n |D)

est sous-normal.
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De manière évidente, vu ce qui vient d’être démontré, T−1|D sous-normal implique
que T |D est sous-normal également.

3.3.6 Remarque : Dans le corollaire précédent, on ne suppose pas que les inverses
des opérateurs (Ti|D)i soient bornés. Ce théorème est une généralisation d’un résultat
obtenu dans [St-Sz2] en 1989 (voir corollaire 2b), où le cas d’un seul opérateur a
été étudié. On peut noter que ce corollaire peut se démontrer directement par la
proposition suivante :

3.3.7 Proposition : Soit T = T1, · · · , Tn un multi-opérateur défini dans un espace
de Hilbert H et soit D un sous-espace dense vérifiant D ⊂ ∩n

j=1D(Tj) et Tj(D) = D.
Si T est sous-normal et chaque Tj inversible sur D, on a pour tout x ∈ D :

T−1
j x =

∫
σ(N)

gj(z)dE(z, z)x, j = 1, · · · , n,

où N est une extension normale de T de mesure spectrale E et où la fonction gj

est donnée par : gj(z) = z−1
j χ{zj 6=0}(z). En particulier, le multi-opérateur T−1|D =

(T−1
1 |D, · · · , T−1

n |D) est sous-normal.

Démonstration.
Les fonctions (gj)j sont des fonctions boréliennes, définies sur Cn, on peut donc définir
les opérateurs Kj grâce au calcul fonctionnel par les égalités suivantes :

Kj =

∫
σ(N)

gj(z)dE(z, z), j = 1, · · · , n.

On pose alors les fonctions φm,j : z → z−1
j χ{|zj |≥1/m}(z). On a évidemment la suite

(φm,j(z))m qui converge vers gj(z) quand m tend vers +∞. Soit x ∈ D, on obtient :∫
σ(N)

φm,j(z)dE(z, z)x =

∫
σ(N)

φm,j(z)dE(z, z)TjT
−1
j x

=

∫
σ(N)

φm,j(z)dE(z, z)

∫
σ(N)

zjdE(z, z)T−1
j x

=

∫
σ(N)∩{|zj |≥1/m}

1dE(z, z)T−1
j x = E({|zj| ≥ 1/m})T−1

j x.

Cette dernière expression converge vers E({zj 6= 0})T−1
j x. En particulier, on montre

l’inclusion D ⊂ D(Kj) et Kjx = E({zj 6= 0})T−1
j x. Si on note par Pj la projection

orthogonale E({zj 6= 0}), on veut montrer que Pjx = x pour tout x ∈ D. Pour ce
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faire, on pose y = T−1
j x, et on obtient :

Pjx = E({zj 6= 0})x = E({zj 6= 0})TjT
−1
j x = E({zj 6= 0})Njy

= E({zj 6= 0})
∫

σ(N)

zjdE(z, z)y =

∫
{zj 6=0}

zjdE(z, z)y

=

∫
σ(N)

zjdE(z, z)y = Njy = Tjy = x.

Et donc on obtient le résultat voulu.

De prime abord, on aurait eu envie de prendre des extensions minimales, pour ob-
tenir des extensions normales également inversibles. Malheureusement, ceci est délicat
dans le cas non borné (voir en particulier [St-Sz3]), même pour un seul opérateur. De
plus, même si on obtient des résultats sur une notion de minimalité pour des multi-
opérateurs (voir la dernière section), on obtiendra des conditions sur le spectre joint.
Or ici, il faudrait que chaque composante de l’extension normale soit inversible.

3.3.8 Exemple : Si z1, · · · , zn sont des nombres complexes non nuls tels que leurs
modules vérifient |z1|−1 < 1, · · · , |zn|−1 < 1, on a l’égalité :

(3.3.13) zα(1 + |z|2)−δzβ =
∑
κ≥0

fκ(δ)z
α−δ−κzβ−δ−κ,

pour tout multi-indice positif α, β, δ, κ, où on pose fκ(δ) =
∏n

i=1 aκi
(δi), avec (ak(0))k≥0 =

(1, 0, · · ·) et ak(m) = (−1)k(m + k − 1)![m!(k − 1)!]−1 pour m 6= 0. Les séries sont
absolument convergentes. Cette représentation suggère la définition suivante : soit
T = (T1, · · · , Tn) un multi-opérateur non borné, et soit D un sous-espace dense inclus
dans D(T1) ∩ · · · ∩ D(Tn) tel que T soit commutatif sur D. On suppose, de plus, que
chaque élément composant T est inversible et que la norme de chaque T−1

i est stric-
tement plus petite que 1. On suppose, enfin, que TiD = D pour tout entier i. Alors,
on peut construire explicitement une multi-suite de formes sesquilinéaires Θ : on peut
définir pour tout multi-indice positif α, β, δ et pour chaque couple (x, y) dans D2 :

(3.3.14) Θα,β,δ(T )(x, y) =
∑
κ≥0

fκ(δ)〈T β−δ−κx, Tα−δ−κy〉.

Les conditions sur les normes des T−1
i impliquent que les séries (3.3.14) sont absolument

convergentes. De plus, on peut vérifier que les propriétés (1) à (4) du théorème 3.3.2
sont bien satisfaites.

Proposition : Soit T = (T1, · · · , Tn) un multi-opérateur défini dans un espace de
Hilbert H et soit D un sous-espace dense vérifiant D ⊂ ∩n

j=1D(Tj) et Tj(D) = D.
Supposons que chaque Tj admette un inverse de norme strictement plus petite que 1.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) T est sous-normal
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(ii)
∑

I,J≥0

〈T−IxJ , T
−JxI〉 ≥ 0, pour toute famille presque nulle de D

(iii)
∑

α,β,δ,α′,β′,δ′

∑
|k|≥0

fk(δ + δ′)〈Tα′+β−δ−δ′−kxα,β,δ, T
α+β′−δ−δ′−kxα′,β′,δ′〉 ≥ 0, pour

toute famille presque nulle de D
Démonstration.

Pour l’équivalence entre (i) et (ii), il nous suffit d’utiliser le critère de Itô (appliqué
aux opérateurs inverses qui sont continus) combiné avec le corollaire 3.3.5. Le fait que
(iii) implique (i) provient du théorème 3.3.2. En effet, si on utilise les Θα,β,δ(T )(x, y)
définies plus haut au (3.3.14), on a déjà affirmé que les propriétés (1) à (4) de ce
théorème étaient vérifiées. Il est facile de voir que la condition (5) est équivalente à
l’hypothèse de positivité (iii). Il ne nous reste plus qu’à prouver que la sous-normalité
implique la positivité (iii). Avec les notations de la proposition 3.3.7, la somme (iii)
devient :∑ ∑

|k|≥0

fk(δ + δ′)〈
∫
zα′+βg(z)δ+δ′+kdE(z, z)xα,β,δ,

∫
zα+β′g(z)δ+δ′+kdE(z, z)xα′,β′,δ′〉,

où bien sûr on pose g(z) = (g1(z), · · · , gn(z)), pour tout z ∈ Cn. Cette expression peut
s’écrire également :∑

α,β,δ,α′,β′,δ′

∑
|k|≥0

fk(δ + δ′)〈
∫
zα′+βzα+β′|g(z)|2δ+2δ′+2kdE(z, z)xα,β,δ, xα′,β′,δ′〉

=
∑

α,β,δ,α′,β′,δ′

∑
|k|≥0

fk(δ + δ′)〈
∫
|g(z)|2δ+2δ′+2kdE(z, z)Tα′+βxα,β,δ, T

α+β′xα′,β′,δ′〉.

De plus, on a la série à coefficients positifs suivante :∑
|k|≥0

(−1)|k|fk(δ + δ′)

∫
|g(z)|2δ+2δ′+2kd〈E(z, z)Tα′+βxα,β,δ, T

α+β′xα′,β′,δ′〉

≤
∑
|k|≥0

(−1)|k|fk(δ + δ′)||T−1||2δ+2δ′+2k||Tα′+βxα,β,δ||.||Tα+β′xα′,β′,δ′||

≤ ||Tα′+βxα,β,δ||.||Tα+β′xα′,β′,δ′||
(1− ||T−1

1 ||2)δ1+δ′1 · · · (1− ||T−1
n ||2)δn+δ′n

||T−1||2δ+2δ′

Grâce à la convergence précédente, on peut appliquer le théorème de convergence
dominée de Lebesgue pour obtenir que la formule (iii) peut se mettre sous la forme :∑

α,β,δ,α′,β′,δ′

〈
∫ ∑

|k|≥0

fk(δ + δ′)zα′+βzα+β′|g(z)|2δ+2δ′+2kdE(z, z)xα,β,δ, xα′,β′,δ′〉.

Si on définit la fonction ha(z) =
∑

|k|≥0 fk(a)|g(z)|2k, cette fonction est intégrable donc

définie presque partout pour la mesure d〈E(z, z)xα,β,δ, xα′,β′,δ′〉 = dµ(z, z). En effet, on
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a : ∫
|ha(z)|dµ(z, z) ≤

∫ ∑
|k|≥0

(−1)|k|fk(a)|g(z)|2kdµ(z, z)

≤ ||Tα′+βxα,β,δ||.||Tα+β′xα′,β′,δ′||
(1− ||T−1

1 ||2)a1 · · · (1− ||T−1
n ||2)an

< +∞.

Il en est de même pour la fonction
∑

|k|≥0 |fk(a)|.|g(z)|2k.On fait le produit de Dirichlet

de ha(z) et de hb(z) pour obtenir :∑
|k|≥0

fk(a)|g(z)|2k
∑
|k|≥0

fk(b)|g(z)|2k =
∑
|k|≥0

fk(a+ b)|g(z)|2k.

Par conséquent, la série (iii) devient :∑
α,β,δ,α′,β′,δ′

〈
∫
zα′+βzα+β′hδ(z)hδ′(z)|g(z)|2δ+2δ′dE(z, z)xα,β,δ, xα′,β′,δ′〉

=
∑

〈
∫
zβzαhδ(z)|g(z)|2δdE(z, z)xα,β,δ,

∫
zβ′zα′hδ′(z)|g(z)|2δ′dE(z, z)xα′,β′,δ′〉

= ||
∑
α,β,δ

∫
zβzαhδ(z)|g(z)|2δdE(z, z)xα,β,δ||2 ≥ 0.

Et donc, la sous-normalité de T implique bien la condition (iii).

On utilise, maintenant, le théorème 3.2.2 sur la sous-normalité formelle jointe
pour obtenir un nouveau critère de sous-normalité pour des multi-opérateurs non
bornés. On étudiera à nouveau des multi-opérateurs avec des domaines communs
denses qui restent invariants par chaque opérateur composant le n-uplet. Pour ce
faire, on adapte la démonstration du théorème 3 de J. Stochel et F.H. Szafraniec
donnée dans [St-Sz2]. Mais avant ceci, on a besoin d’un résultat sur les extensions auto-
adjointes d’opérateurs symétriques (voir le théorème 4.1 de [Sli] pour deux opérateurs
symétriques et des résultats de R.T. Powers dans [Po]).

3.3.9 Définition : Soit S = (S1, · · · , Sm) un m-uplet d’opérateurs symétriques définis
sur un espace de Hilbert séparable H. Soit D un sous-espace linéaire dense qui reste
invariant par chaque Si, tel que SiSj = SjSi sur D (i, j = 1, · · · ,m). Soit, aussi, A
l’algèbre de tous les éléments de la forme p(S1, · · · , Sm) où p décrit les polynômes en
m variables. On dira que l’algèbre A est complétement fortement positive sur D (voir
définition 5.4 de [Po]) si l’implication suivante est vraie :

on suppose que (pi,j)i,j≥0 est une famille finie de polynômes en m variables telle
que pour tout (x1, · · · , xm) on a :

(3.3.15)
∑
i,j≥0

pi,j(x1, · · · , xm)λiλj ≥ 0, ∀λi ∈ C,

Alors, on a pour toute famille finie (fi)i dans D :

(3.3.16)
∑
i,j≥0

〈pi,j(S1, · · · , Sm)fi, fj〉 ≥ 0.
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3.3.10 Lemme : Soit A = (A1, · · · , Am) un multi-opérateur défini dans un espace de
Hilbert séparable H tel que chaque Ai soit symétrique. Soit D un sous-espace linéaire
dense qui reste invariant par chaque Ai, tel que AiAj = AjAi sur D (i, j = 1, · · · ,m).
Si l’algèbre engendrée par les (Ai)i est complétement fortement positive sur D, les
opérateurs (Ai|D)i=1,···,m admettent des extensions qui sont auto-adjointes telles que
leurs mesures spectrales commutent.

Démonstration.
SoitA l’algèbre de tous les polynômes en (A1, · · · , Am). Soit également, I une représentation
de cette algèbre A :

I : A → Opérateurs sur D
T → T |D.

Alors l’identité I est une représentation auto-adjointe de la ∗-algèbre A sur l’espace
de Hilbert H. Comme A est complétement fortement positive sur D, en appli-
quant le corollaire 5.5 de [Po], I est une représentation standard. Donc, les opérateurs
A1|D, · · · , Am|D sont essentiellement auto-adjoints et leurs fermetures canoniques ad-
mettent des projections spectrales qui commutent.

3.3.11 Théorème : Soit S = (S1, · · · , Sm) un multi-opérateur défini dans un espace
de Hilbert séparable H. Soit D un sous-espace vectoriel dense inclus dans H tel
que Si(D) ⊂ D et SiSj = SjSi sur D (i, j = 1, · · · ,m). Alors, le multi-opérateur
S|D = (S1|D, · · · , Sm|D) est sous-normal si et seulement si on a l’implication suivante :

Si {aP,Q
i,j , i, j ∈ Z+, P,Q ∈ Zm

+} est une famille finie de nombres complexes,

(i)
∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

aP,Q
i,j λi λj z

Q zP ≥ 0, ∀λi ∈ C, ∀z ∈ Cm,

implique l’inégalité

(ii)
∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

∑
K,L≥0

aP,Q
i,j 〈SK+Pfj,L, S

L+Qfi,K〉 ≥ 0,

où {fi,K , i ∈ Z+, K ∈ Zm
+} est une famille presque nulle d’éléments dans D.

Démonstration.
On suit la preuve du théorème 3 dans [St-Sz2], en utilisant le théorème 3.2.2 et le
lemme précédent 3.3.10. Afin de faciliter la lecture, on écrira tous les détails de la
démonstration. Premièrement, on suppose que S|D admette une extension normale N.
Comme D est invariant par chaque Sj, on a l’inclusion D ⊂ ∩j=1,···,mD∞(Nj). De plus,
on a D ⊂ ∩j=1,···,mD∞(N∗

j ). En effet, par le théorème 6 p.1196 de [Du-Schw], on a pour
un multi-opérateur normal :

x ∈ Dα(N) ⇔
∫
|zα|2〈dE(z, z)x, x〉 < +∞⇔

∫
|zα|2〈dE(z, z)x, x〉 < +∞

⇔ x ∈ Dα(N∗).

Soit P(z, z) le polynôme
∑

i,j≥0

∑
P,Q≥0 a

P,Q
i,j λi λj z

Q zP , et on suppose qu’il ne prend
que des valeurs positives pour tout z = (z1, · · · , zm) ∈ Cm, où les (λi)i sont des nombres
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complexes. Alors, on obtient pour toute famille {fi,K , i ∈ Z+, K ∈ Zm
+} presque nulle

dans D :∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

∑
K,L≥0

aP,Q
i,j 〈SK+Pfj,L, S

L+Qfi,K〉 =
∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

∑
K,L≥0

aP,Q
i,j 〈NK+Pfj,L, N

L+Qfi,K〉

=
∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

∑
K,L≥0

aP,Q
i,j 〈NPN∗Lfj,L, N

QN∗Kfi,K〉.

Si on pose hi =
∑

K≥0N
∗Kfi,K pour tout i ≥ 0, l’expression précédente devient :

(3.3.17)
∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

aP,Q
i,j 〈NPhj, N

Qhi〉.

Enfin, si l’on pose

(3.3.18) Pi,j(z, z) =
∑

P,Q≥0

aP,Q
i,j zQ zP ,

la formule du départ peut s’écrire sous la forme :

(3.3.19)
∑
i,j≥0

〈Pi,j(N,N
∗)hj, hi〉 =

∑
i,j≥0

∫
Pi,j(z, z)d〈E(z, z)hj, hi〉,

où E est la mesure spectrale associée au multi-opérateur N. On définit maintenant la
mesure µ par :

µ(τ) =
l∑

i=1

〈E(τ)hi, hi〉, ∀τ ∈ Bor(Cm).

Bien sûr, cette mesure est positive. Par le théorème de Radon-Nikodyn, on montre
que toutes les mesures complexes 〈E(∗)hi, hj〉 (i, j = 1, · · · , l) sont absolument conti-
nues et donc il existe une famille (Fi,j) de fonctions boréliennes qui vérifie :

〈E(τ)hi, hj〉 =

∫
τ

Fi,j(z, z)dµ(z, z),

pour tout borélien de Cm. Si (λi)i=1,···,l est une famille de nombres complexes, on a :∫
τ

l∑
i,j=1

Fi,j(z, z)λiλjdµ(z, z) =
l∑

i,j=1

λiλj〈E(τ)hi, hj〉 = 〈E(τ)
l∑

i=1

λihi, E(τ)
l∑

j=1

λjhj〉.

Comme ceci est vrai pour tout τ, on en déduit l’inégalité :

(3.3.20)
l∑

i,j=1

Fi,j(z, z)λiλj ≥ 0,

ceci µ-presque partout. Donc la matrice (Fi,j(z, z))i,j est positive quelles que soient les
valeurs de z ∈ supp(µ). Si la propriété (i) est supposée, on obtient :∑

i,j≥0

λi λjPi,j(z, z) ≥ 0, ∀λi ∈ C, ∀z ∈ Cm,
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et donc la matrice (Pi,j(z, z))i,j est également positive. Par une propriété classique du
produit de Schur, on obtient que la matrice (Pi,jFi,j) est positive µ-presque partout.
En appliquant ce résultat à la famille de nombres complexes (1, · · · , 1), on a alors :

(3.3.21)
l∑

i,j=1

Fi,j(z, z)Pi,j(z, z) ≥ 0, µ-presque partout.

Or on a la relation suivante :∑
i,j≥0

〈Pi,j(N,N
∗)hj, hi〉 =

∑
i,j≥0

∫
Fi,j(z, z)Pi,j(z, z)dµ(z, z) ≥ 0.

Ceci achève la démonstration de la première implication.
Supposons maintenant que (i) implique (ii), et prenons comme famille de nombres

complexes a0,0
0,0 = 1 et aP,Q

i,j = 0 si non. Alors l’expression (i) devient |λ0|2. Par
conséquent, on obtient par l’implication :∑

K,L≥0

〈SKf0,L, S
Lf0,K〉 ≥ 0,

pour toute famille presque nulle {f0,K , K ∈ Zm
+} dansD.Donc S vérifie le critère de Itô

sur D. Grâce à la proposition 3.2.2, il existe un multi-opérateur formellement normal
N = (N1, · · · , Nm) (vérifiant les conditions (i)-(iii) de cette proposition) qui prolonge
S|D. Chaque opérateur Nj peut se mettre sous la forme Aj + iBj où Aj = (Nj +N∗

j )/2
et Bj = (Nj −N∗

j )/2i sont des opérateurs symétriques ayant pour domaines D(Nj) =
D(Aj) = D(Bj). Grâce à ces propriétés (i)-(iii), ces opérateurs A1, · · · , Am, B1, · · · , Bm

sont commutatifs sur D′ (où D′ est défini dans la proposition 3.2.2). De plus, par le
lemme 3.3.10, il nous suffit de montrer que ces opérateurs sont complètement fortement
positifs sur D′. Soit (Pi,j)i,j un nombre fini de polynômes en 2m variables tels que pour
chaque (x1, · · · , xm, y1, · · · , ym) on ait :

(3.3.22)
∑
i,j≥0

Pi,j(x1, · · · , xm, y1, · · · , ym)λiλj ≥ 0, ∀λi ∈ C.

Alors on en déduit, pour tout fi dans D′ :∑
i,j≥0

〈Pi,j(A1, · · · , Am, B1, · · · , Bm)fi, fj〉 =
∑
i,j≥0

〈Qi,j(N,N
∗)fi, fj〉

où :

(3.3.23) Qi,j(z, z) = Pi,j(x1, · · · , xm, y1, · · · , ym) =
∑

P,Q≥0

aP,Q
i,j zQ zP ≥ 0,

si zj = xj + iyj. Par conséquent, on obtient :∑
i,j≥0

〈Qi,j(N,N
∗)fi, fj〉 =

∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

aP,Q
i,j 〈NPN∗Qfi, fj〉.
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En utilisant la remarque 3.2.3, chaque fi peut s’écrire
∑

LN
∗Lgi,L avec gi,L ∈ D. On

en déduit que l’expression précédente devient :∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

∑
K,L≥0

aP,Q
i,j 〈NPN∗QN∗Lgi,L, N

∗Kgj,K〉.

En utilisant la propriété (iii) de la proposition 3.2.2, on a :∑
i,j≥0

〈Qi,j(N,N
∗)fi, fj〉 =

∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

∑
K,L≥0

aP,Q
i,j 〈SP+Kgi,L, S

Q+Lgj,K〉 ≥ 0.

En conclusion, la famille (A1, · · · , Am, B1, · · · , Bm), qui est commutative sur D′, est
complètement fortement positive sur ce même espace. Il nous suffit alors d’appliquer
le lemme 3.3.10 pour obtenir la sous-normalité voulue, en posant bien sûrNj = Aj+iBj

(j = 1, · · · ,m).

Comme conséquence directe de cette caractérisation, on peut donner une autre
preuve du corollaire 3.3.5 basée sur la méthode employée par J. Stochel et F.H. Szafraniec
dans le corollaire 2 de [St-Sz2].

Autre démonstration du corollaire 3.3.5. :
Soit (aP,Q

i,j ) une famille presque nulle de nombres complexes telle que l’on ait :∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

aP,Q
i,j λi λj z

Q zP ≥ 0, ∀λi ∈ C, ∀z ∈ Cm.

Dans ces conditions, il existe un multi-indice N qui majore tous les (P,Q) tel que
aP,Q

i,j 6= 0. On définit alors une nouvelle famille en posant : bP,Q
i,j = aN−P,N−Q

i,j . Alors, on
vérifie :

(3.3.24)

∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

bP,Q
i,j λi λj z

Q zP =
∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

aN−P,N−Q
i,j λi λj z

Q zP

=
∑
i,j≥0

∑
P ′,Q′≥0

aP ′,Q′

i,j λi λj z
N−Q′

zN−P ′

= |z|2N
∑
i,j≥0

∑
P ′,Q′≥0

aP ′,Q′

i,j λi λj

(1

z

)Q′ (1

z

)P ′

≥ 0

Ceci est valable dès que chaque coordonnée de z est non nulle. Dans le cas contraire,
on reprend le même procédé en ne s’occupant que des coordonnées non nulles de z. Si
on suppose maintenant que le multi-opérateur S|D est sous-normal, on doit montrer
l’inégalité suivante :∑

i,j≥0

∑
P,Q≥0

∑
K,L≥0

aP,Q
i,j 〈(S−1)K+Pfj,L, (S

−1)L+Qfi,K〉 ≥ 0.

Comme la famille (aP,Q
i,j ) est presque nulle, on choisit un multi-indice R tel que aP,Q

i,j

ne soit pas nul uniquement lorsque P,Q ≤ R. On pose alors les vecteurs gj,L =
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(S−1)N+Rfj,R−L pour tout j entier et pour tout L ≥ 0 (on a une famille finie en
L). Dans ces conditions, la partie de gauche dans l’expression précédente devient :

(3.3.25)

∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

∑
K,L≥0

aP,Q
i,j 〈(S−1)K+PSN+Rgj,R−L, (S

−1)L+QSN+Rgi,R−K

=
∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

∑
K′,L′≥0

aP,Q
i,j 〈SN+K′−Pgj,L′ , (S−1)N+L′−Qgi,K′〉

=
∑
i,j≥0

∑
P ′,Q′≥0

∑
K′,L′≥0

bP
′,Q′

i,j 〈SK′+P ′
gj,L′ , SL′+Q′

gi,K′〉.

Grâce au théorème 3.3.11, cette dernière équation est positive puisque S|D est sous-

normal et que l’on a la positivité de
∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

bP,Q
i,j λi λj z

Q zP , par ce qui a été fait

précédemment. On en conclut que le multi-opérateur (S−1
1 |D, · · · , S−1

m |D) est sous-
normal par le théorème 3.3.11. Ceci prouve le corollaire 3.3.5.

Si (ηα)α∈A est une famille arbitraire de vecteurs dans un espace H, on notera par
V ect(ηα)α∈A l’espace vectoriel engendré par cette famille.

3.3.12 Notation : On commence par donner quelques notations qui simplifieront
les écritures. Si Kr désigne le symbole de Kronecker sur Z, pour tous multi-indices
I = (i1, · · · , im) et J = (j1, · · · , jm) dans Zm, on notera parKr(I, J) la valeur suivante :

Kr(I, J) = Kr(i1, j1) · · ·Kr(im, jm).

3.3.13 Exemple : Nous allons maintenant donner un exemple de multi-opérateur
sur lequel le théorème 3.3.11 s’applique. On reprend un exemple de Stochel et
Szafraniec (voir entre autres [St-Sz2], [St-Sz3], [Ot]) que l’on adapte au cas de
plusieurs variables. On se place dans L2(Rm). On définit la famille de fonctions de
Chebyshev-Hermite (voir [Ak-Gl]) dans le cas de plusieurs variables :

(3.3.26) fP (x1, · · · , xm) = e(x
2
1+···+x2

m)/2 ∂|P |

∂xp1

1 · · · ∂x
pm
m

(e−(x2
1+···+x2

m)), ∀P ≥ 0.

On définit H comme étant le complété de l’espace engendré par les (fP )P≥0 en accord
avec la norme de L2(Rm). On pose alors, sur l’espace vectoriel V ect(fP )P≥0, le multi-
opérateur commutatif A = (A1, · · · , Am) défini par :

(3.3.27) Aj =
1√
2
(xj −

∂

∂xj

); j = 1, · · · ,m.

On a alors pour tout multi-indice P positif :
(3.3.28)

√
2Aj(fP ) = xjfP − xjfP − e(x

2
1+···+x2

m)/2 ∂|P |+1

∂xp1

1 · · · ∂x
pj+1
j · · · ∂xpm

m

(e−(x2
1+···+x2

m))

= −fP+ej
.
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Par récurrence, on montre donc que :

(3.3.29) AN(fP ) =
(−1√

2

)|N |
fP+N , ∀P,N ≥ 0.

On en conclut que A est un multi-shift à poids commutatif (que l’on peut appeler multi-
opérateur de création, en accord avec la dénomination de Stochel et Szafraniec).
En remarquant que, pour chaque fonction de notre famille, on peut séparer les variables
et en utilisant les calculs de [Ak-Gl], on a pour tout couple de multi-indices positifs
(P,Q) :

(3.3.30)

∫
Rm

fP (t)fQ(t)dt =


0 si P 6= Q

2|P |P !
√
π

m
si non,

où bien entendu P ! = p1! · · · pm!.
Si {aP,Q

i,j , i, j ∈ Z+, P,Q ∈ Zm
+} est une famille finie de nombres complexes qui

vérifie : ∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

aP,Q
i,j λi λj z

Q zP ≥ 0, ∀λi ∈ C, ∀z ∈ Cm.

Soit (gj,L)j,L une famille finie de vecteurs de l’ensemble de définition du multi-opérateur
étudié. Alors, pour tout couple (j, L) ∈ Z+×Zm

+ , on peut écrire gj,L =
∑

M≥0 bj,L,MfM

(les (fM)M étant justement les fonctions de Chebyshev-Hermite). Pour appliquer
le théorème 3.3.11, on doit prouver que l’expression suivante est positive :

(3.3.31)
∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

∑
K,L≥0

aP,Q
i,j 〈AK+Pgj,L, A

L+Qgi,K〉.

Par ce qui vient d’être dit, l’expression précédente (3.3.31) peut s’écrire :∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

∑
K,L≥0

∑
M,N≥0

aP,Q
i,j bj,L,Mbi,K,N〈AK+PfM , A

L+QfN〉.

En utilisant la formule (3.3.29), on obtient pour (3.3.31) :∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

∑
K,L≥0

∑
M,N≥0

aP,Q
i,j bj,L,Mbi,K,N

(−1√
2

)|K+P+L+Q|
〈fM+K+P , fN+L+Q〉.

Grâce à la formule intégrale (3.3.30), la formule (3.3.31) n’est autre que :∑
aP,Q

i,j bj,L,M bi,K,N

(−1√
2

)|K+P+L+Q|
2|M+K+P |(M +K + P )!

×
√
π

m
Kr(M +K + P,N + L+Q),

où Kr est défini à partir du symbole de Kronecker (voir notation 3.3.12). De plus
comme tous les multi-indices sont positifs, on peut travailler sur leur module sans
danger. On obtient donc comme écriture équivalente à (3.3.31) :∑

aP,Q
i,j bj,L,Mbi,K,N(−1)|K+P+L+Q|

√
2
|M+N |

(M+K+P )!
√
π

m
Kr(M+K+P,N+L+Q).
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On va maintenant transformer la formule précédente en utilisant des reésentations
intégrales. Il est bien connu que (n!) est une suite de moments de Steiltjes. On a donc :

(3.3.32) p1! · · · pm! =

∫
Rm

+

tp1

1 · · · tpm
m e−(t1+···+tm)dt1 · · · dtm.

De la même manière, on transforme le symbole de Kronecker :

(3.3.33) Kr(M +K + P,N + L+Q) =

∫
Tm

uM+K+PuN+L+Qdσ(u1, · · · , um),

où T est le Tore et où σ est la mesure de probabilité sur Tm. Alors, gâce à (3.3.32) et
(3.3.33), l’expression (3.3.31) devient maintenant :∑

aP,Q
i,j bj,L,Mbi,K,N(−1)|K+P+L+Q|

√
2
|M+N |√

π
m

∫
Rm

+

tM+K+P e−(t1+···+tm)dt1 · · · dtm

×
∫

Tm

uM+K+PuN+L+Qdσ(u).

On peut, de plus, remarquer que lorsque M + K + P = N + L + Q, l’expression
(−1)|K+P+L+Q| peut s’écrire (−1)|K+P+L+Q+M+K+P+N+L+Q|, ce qui n’est rien d’autre
que (−1)|M+N |. En utilisant le changement de variables tj = x2

j pour (j = 1, · · · ,m),
l’expression (3.3.31) peut se mettre sous la forme :∑

aP,Q
i,j bj,L,M bi,K,N (−1)|M+N |

√
2
|M+N |√

π
m

∫
Tm

uM+K+PuN+L+Qdσ(u)

×
∫

Rm
+

xM+K+PxN+L+Q2mx1 · · ·xme
−(x2

1+···+x2
m)dx1 · · · dxm.

Si on note dρ(x, u) la mesure 2mx1 · · ·xme
−(x2

1+···+x2
m)dx1 · · · dxmdσ(u) et si l’on

pose :

λj(x, u) =
∑

L,M≥0

bj,L,M(−
√

2)|M |uMuLxM+L,

l’expression (3.3.31) devient :

√
π

m
∫

Rm
+×Tm

∑
i,j≥0

∑
P,Q≥0

aP,Q
i,j λj(x, u) λi(x, u)(xu)

P (xu)Qdρ(x, u),

où la multi-variable (xu) est bien évidemment (x1u1, · · · , xmum). Par notre hypothèse,
la fonction que l’on intégre est toujours positive. Il s’ensuit que son intégrale vérifie
la même propriété (et donc aussi (3.3.31)). Par conséquent, on a bien prouvé qu’ici
la condition (i) du théorème 3.3.11 implique la condition (ii). On peut appliquer ce
théorème pour conclure que notre multi-opérateur est sous-normal. Pour une autre
preuve de ceci, on peut se référer à l’exemple 3.4.21 où l’on applique le théorème 3.4.3
sur des familles de Shifts à poids.
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Maintenant que l’on a donné trois caractérisations de la sous-normalité jointe pour
les multi-opérateurs non bornés, on va mettre à profit deux d’entre elles pour donner
une condition nécessaire et suffisante pour qu’un (m + p)-uplet formé de deux uplets
sous-normaux reste sous-normal. En général cette propriété est fausse, même pour
deux opérateurs : il existe des opérateurs commutatifs bornés sous-normaux tels que le
bi-opérateur formé ne soit pas sous-normal (voir, pour plus de détails et un exemple,
[Lub2]).

Ceci nous permet également de donner une application au corollaire 3.3.4.

3.3.14 Théorème : Soient T |D = (T1|D, · · · , Tm|D) et S|D = (S1|D, · · · , Sp|D) deux
multi-opérateurs sous-normaux (où D ⊂ D(T1)∩· · ·∩D(Tm)∩D(S1)∩· · ·∩D(Sp) est un
sous-espace vectoriel dense et invariant par chaque Si et chaque Tj). Le multi-opérateur
(T1|D, · · · , Tm|D, S1|D, · · · , Sp|D) est sous-normal si et seulement si il existe une famille
de formes sesquilinéaires Θ = (Θα1,β1,δ1)α1,β1,δ1≥0 (associée à T |D) vérifiant les condi-
tions du théorème 3.3.2 et une famille d’opérateurs non bornés ∆ = (∆α2,β2,δ2)α2,β2,δ2≥0

(associée à S|D) vérifiant les conditions du corollaire 3.3.4 telles que, pour chaque fa-
mille presque nulle de vecteurs (xa,b,d)a,b,d dans D, on ait :

(3.3.34)
∑

a,b,d,a′,b′,d′

Θα1+β′1,β1+α′1,δ1+δ′1
(∆α2+β′2,β2+α′2,δ2+δ′2

xa,b,d, xa′,b′,d′) ≥ 0,

où a, b, et d sont, respectivement, les multi-indices (α1, α2), (β1, β2) et (δ1, δ2).

Démonstration.
On va appliquer le théorème 3.3.2 (on utilisera également toutes les notations uti-
lisées pour les résultats 3.3.2 et 3.3.4). Pour ce faire, on définit la famille de formes
sesquilinéaires Ψ = (Ψa,b,d)a,b,d≥0 par l’égalité :

(3.3.35) Ψa,b,d(x, y) = Θα1,β1,δ1(∆α2,β2,δ2x, y),

où a = (α1, α2), b = (β1, β2) et d = (δ1, δ2) sont dans Zm+p
+ . Pour tout couple

(x, y) ∈ D2, on a Ψ0,0,0(x, y) = Θ0,0,0(∆0,0,0x, y) = 〈x, y〉. Ceci nous donne la condition
(1) du théorème 3.3.2. Pour tout j ∈ {1, · · · ,m}, on définit fj,0 par (ej, 0, · · · , 0) où
(e1, · · · , em) est la base canonique de Cm. De manière similaire, soit f0,k = (0, · · · , 0, ck)
où (c1, · · · , cp) est la base canonique de Cp. Alors, on a :

(3.3.36) Ψ0,fj,0,0(x, y) = Θ0,ej ,0(x, y) = 〈Tjx, y〉.

De manière semblable, on obtient :

(3.3.37) Ψ0,f0,k,0(x, y) = Θ0,0,0(∆0,ck,0x, y) = 〈Skx, y〉.

Par conséquent, la condition (2) est aussi satisfaite. En ce qui concerne la troisième,
soit x ∈ D, on peut écrire :

Ψfj,0,fj,0,0(x, x) = Θej ,ej ,0(x, x) = ||Tjx||2 = Θej ,0,0(Tjx, x) = Ψfj,0,0,0(Tjx, x).

On a également :

Ψf0,k,f0,k,0(x, x) = 〈∆ck,ck,0x, x〉 = ||Skx||2 = 〈∆ck,0,0Skx, x〉 = Ψf0,k,0,0(Skx, x).
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Pour la quatrième condition, on sait :

(3.3.38)

Ψa,b,d+fj,0
(x, y) + Ψa+fj,0,b+fj,0,d+fj,0

(x, y)

= Θα1,β1,δ1+ej
(∆α2,β2,δ2x, y) + Θα1+ej ,β1+ej ,δ1+ej

(∆α2,β2,δ2x, y)

= Θα1,β1,δ1(∆α2,β2,δ2x, y) = Ψa,b,d(x, y).

De plus, on vérifie aussi :

(3.3.39)

Ψa,b,d+f0,k
(x, y) + Ψa+f0,k,b+f0,k,d+f0,k

(x, y)

= Θα1,β1,δ1(∆α2,β2,δ2+ck
x, y) + Θα1,β1,δ1(∆α2+ck,β2+ck,δ2+ck

x, y)

= Θα1,β1,δ1((∆α2,β2,δ2+ck
+ ∆α2+ck,β2+ck,δ2+ck

)x, y)

= Θα1,β1,δ1(∆α2,β2,δ2x, y) = Ψa,b,d(x, y).

Enfin, on peut remarquer que la dernière condition pour pouvoir appliquer le théorème
3.3.2 est exactement la positivité supposée dans l’énoncé :

(3.3.40)

∑
a,b,d,a′,b′,d′

Ψa+b′,b+a′,d+d′(xa,b,d, xa′,b′,d′)

=
∑

a,b,d,a′,b′,d′

Θα1+β′1,β1+α′1,δ1+δ′1
(∆α2+β′2,β2+α′2,δ2+δ′2

xa,b,d, xa′,b′,d′) ≥ 0.

Pour l’implication inverse, on prend une extension normale (N[1], N[2]) de (S|D, T |D). Il
suffit alors d’utiliser la commutativité des mesures spectrales des deux multi-opérateurs
normaux N[1] et N[2] qui sont des extensions normales de S|D et T |D respectivement.
C’est exactement comme dans le théorème 3.3.2 et le corollaire 3.3.4.

Enfin pour terminer cette section dédiée à la sous-normalité jointe, on va s’occuper
de quelques cas particuliers : on s’intéressera à des multi-opérateurs dont les vecteurs
analytiques sont denses dans H.

3.3.15 Définition : Soit S = (S1, · · · , Sm) un multi-opérateur vérifiant SiSjx =
SjSix pour tout x dans D(SiSj) ∩ D(SjSi). En accord avec la définition pour le cas
d’un seul opérateur, on dira qu’un élément f est un vecteur analytique (f ∈ A(S)) si
f ∈ D∞(S1) ∩ · · · ∩ D∞(Sm) et vérifie :

(3.3.41)
∑
P≥0

||SPf ||
P !

tP < +∞,

pour un élément t = (t1, · · · , tm) de (R∗
+)m. On peut vérifier que A(S) est un espace

vectoriel invariant pour la composition par les Si, i = 1, · · · ,m.

3.3.16 Lemme : Soit S = (S1, · · · , Sm) un multi-opérateur de H tel que le domaine
commun de chaque Si (i = 1, · · · ,m) soit D(Si) = D = A(S) et que S soit commutaif
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sur D. On suppose de plus que pour tout f ∈ D, il existe une mesure positive µf à
support dans Rm

+ ayant des moments à tous les ordres telle que l’on ait :

(3.3.42) ||SPf ||2 =

∫
Rm

+

tPdµf (t) ∀P ≥ 0.

Alors, il existe des mesures complexes µf,g (f, g ∈ D) vérifiant les conditions suivantes :
(i) µaf = |a|2µf , a ∈ C
(ii) µf,f = µf

(iii) 〈SPf, SPg〉 =

∫
Rm

+

tPdµf,g(t) ∀P ≥ 0

(iv) µf,g(σ) = µg,f (σ), ∀σ ∈ Bor(Rm
+ )

(v) µf,g est linéaire par rapport au premier indice et antilinéaire par rapport au
second.

Démonstration.
Afin de simplifier les notations, on notera αP = ||SPf ||2. D’après l’hypothèse, on
obtient en particulier pour tout j = 1, · · · ,m :

∑
n≥1

α
1/2
nej

n!
tnj < +∞.

Ceci implique que (voir par exemple [St-Sz2]) :∑
n≥1

α−1/2n
nej

= +∞.

Par le critère de Carleman, la suite (αnej
)n≥0 est une suite de moments de Stieltjes

déterminée (voir [S-T]). Ceci est vrai pour tout j = 1, · · · ,m. Par un résultat de
L.C. Petersen (voir [Pet], théorème 3), la multi-suite (αP )P≥0 est également déterminée.
Or, nous avons :

||SP (af)||2 =

∫
Rm

+

tPdµaf (t) = |a|2||SPf ||2 = |a|2
∫

Rm
+

tPdµf (t), ∀P ≥ 0.

Et donc par unicité de la mesure de représentation, on a l’égalité (i). Par similarité
avec la formule de polarisation, on définit les mesures complexes :

(3.3.43) µf,g(σ) =
1

4

[
µf+g(σ)− µf−g(σ) + iµf+ig(σ)− iµf−ig(σ)

]
, ∀σ ∈ Bor(Rm

+ ).

On obtient alors pour tout multi-indice positif P :∫
Rm

+

tPdµf,f (t) = ||SPf ||2 + 1
4
||SP (f + if)||2 − 1

4
||SP (f − if)||2

= ||SPf ||2 =

∫
Rm

+

tPdµf (t).
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Et à nouveau, par unicité de la mesure de représentation, on a la relation (ii). La
formule (iii) provient directement de la construction des mesures qui est la même que
la formule de polarisation. De plus, on a les trois égalités suivantes :

(3.3.44)


||SP (g − f)||2 = ||SP (f − g)||2,

||SP (g + if)||2 = ||SP (f − ig)||2,

||SP (g − if)||2 = ||SP (f + ig)||2.

Par unicité de la mesure de représentation, ces trois égalités donnent µg−f = µf−g,
µg+if = µf−ig et µg−if = µf+ig. On obtient finalement par (3.3.43) :

µf,g(σ) = µg,f (σ), ∀σ ∈ Bor(Rm
+ ).

Il ne reste plus qu’à prouver la linéarité par rapport au premier indice et l’antilinéarité
par rapport au second. On décompose cette partie en quatre étapes :

Etape 1 : µf+h,g = µf,g + µh,g

Comme on a 〈SP (f + h), SPg〉 = 〈SPf, SPg〉+ 〈SPh, SPg〉, en utilisant la formule de
polarisation de µf,g, on obtient :∫

Rm
+

tP (dµf+h+g − dµf+h−g + idµf+h+ig − idµf+h−ig)

=

∫
Rm

+

tP (dµf+g − dµf−g + idµf+ig − idµf−ig + dµh+g − dµh−g + idµh+ig − idµh−ig).

En séparant partie réelle et partie imaginaire, on a alors :

(3.3.45)

∫
Rm

+

tPdν1 =

∫
Rm

+

tPdν2 et

∫
Rm

+

tPdν3 =

∫
Rm

+

tPdν4,

où les mesures ν1, ν2, ν3 et ν4 sont positives et données par les formules :
ν1 = µf+h+g + µf−g + µh−g

ν2 = µf+h−g + µf+g + µh+g

et


ν3 = µf+h+ig + µf−ig + µh−ig,

ν4 = µf+h−ig + µf+ig + µh+ig.

Si on pose αP =

∫
Rm

+

tPdν1 = ||SP (f + h + g)||2 + ||SP (f − g)||2 + ||SP (h − g)||2, les

vecteurs f + h + g, f − g et h − g sont des vecteurs analytiques. Donc il existe des
nombres réels tf+h+g, tf−g et th−g tels que l’on ait

∑
P≥0 ||SPk||tPk /P ! < +∞, pour

k = f + h+ g, f − g, h− g. Par conséquent, on obtient l’inégalité suivante :∑
P≥0

α
1/2
P

P !
tPinf ≤

∑
P≥0

||SP (f + h+ g)||+ ||SP (f − g)||+ ||SP (h− g)||
P !

tPinf < +∞.

Par la remarque initiale, la multi-suite (αP )P≥0 est une suite déterminée de moments.
On en déduit que ν1 = ν2 car les deux mesures sont positives. De la même manière,
on prouve que ν3 = ν4. A nouveau, en utilisant l’écriture de polarisation, on a :

(3.3.46) µf+h,g = µf,g + µh,g.
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Etape 2 : µaf,g = aµf,g pour a ∈ R+.

A nouveau, on démarre d’une égalité triviale : a〈SPf, SPg〉 = 〈SP (af), SPg〉. On
obtient le même genre de décomposition que précédemment avec :

ν1 = aµf+g + µaf−g

ν2 = aµf−g + µaf+g

et


ν3 = aµf+ig + µaf−ig,

ν4 = aµf−ig + µaf+ig.

Comme A(S) est un espace vectoriel, on peut réitérer le même procédé pour obtenir
que ν1 = ν2 et ν3 = ν4. Ceci nous donne que µaf,g = aµf,g.

Pour les deux dernières étapes, c’est à peu près la même méthode, on raisonne avec
a négatif et pour a = i. La propriété (v) s’obtient alors en utilisant (iv).

On peut alors appliquer le lemme 3.3.16 pour obtenir une version amoindrie d’un
résultat de [St-Sz2] (théorème 7) où le cas d’un seul opérateur a été traité par d’autres
méthodes.

3.3.17 Théorème : Soit S = (S1, · · · , Sm) un multi-opérateur défini dans H et soit
D ⊂ A(S) un sous-espace dense et invariant tel que S est commutatif sur D. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un multi-opérateur normal N de K ⊃ H tel que ||Sαf || = ||Nαf || pour
tout f ∈ D et pour tout α ≥ 0.

(ii) ||Sαf ||2 =

∫
Rm

+

tαdµf (t), ∀α ≥ 0, f ∈ D, où les µf sont des mesures positives.

Démonstration.
(i) ⇒ (ii) Si E est la mesure spectrale de l’opérateur normal N, on a :

||Sαf ||2 = ||Nαf ||2 = 〈N∗αm
m · · ·N∗α1

1 Nα1
1 · · ·Nαm

m f, f〉

=

∫
Cm

|z1|2α1 · · · |zm|2αmd〈E(z, z̄)f, f〉 =

∫
Rm

+

tαdµf (t).

(ii) ⇒ (i) Si φ est la fonction de Rm
+ dans Rm

+ définie par φ(t1, · · · , tm) = (t21, · · · , t2m).
On pose ρf,g(σ) = µf,g(φ

−1(σ)) pour tout borélien (les mesures utilisées proviennent
des µf par la même méthode que dans le lemme précédent). On définit alors pour tout
f et g dans D :

(3.3.47) Θα,β,δ(f, g) =

∫
Rm

+

tα+β(1 + t2)−δdρf,g(t).

Par le lemme précédent, les formes Θα,β,δ sont des formes sesquilinéaires sur D. De
plus, on a :

Θα,β,δ(f, g) =

∫
Rm

+

tα+β(1 + t2)−δdρf,g(t) =

∫
Rm

+

tα+β(1 + t2)−δdρg,f (t) = Θβ,α,δ(g, f).
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Donc la condition (ii) de l’introduction de cette section (voir (3.3.1)) est vérifiée. De
plus, on peut noter que l’on a les deux égalités suivantes :

Θ0,0,0(f, g) =

∫
Rm

+

dµf,g(t) = 〈f, g〉 et Θα,α,0(f, f) =

∫
Rm

+

tαdµf,f (t) = ||Sαf ||2.

Bien sûr, on a également pour tout j = 1, · · · ,m : Θα,β,δ = Θα+ej ,β+ej ,δ+ej
+ Θα,β,δ+ej

.
Enfin, si ψ =

∑
zαzβ(1 + |z|2)−δ ⊗ xα,β,δ, on a :

(3.3.48) ΛΘ(ψ, ψ) =
∑

α,β,δ,α′,β′,δ′

Θα+β′,β+α′,δ+δ′(xα,β,δ, xα′,β′,δ′).

En utilisant le théorème de dilatation de Naimark, il existe un espace de Hilbert
K, un opérateur V : D → K et une mesure spectrale E sur Rm

+ dans K tels que l’on
ait :

(3.3.49) µf,g(σ) = 〈E(σ)V f, V g〉, f, g ∈ D, σ ∈ Bor(Rm
+ ).

Alors on obtient :

ΛΘ(ψ, ψ) =
∑

α,β,δ,α′,β′,δ′

〈
∫

Rm
+

tα+β′+β+α′

(1 + t2)δ+δ′
dE(t)V xα,β,δ, V xα′,β′,δ′〉

=
∑

α,β,δ,α′,β′,δ′

〈
∫

Rm
+

tα+β

(1 + t2)δ
dE(t)V xα,β,δ,

∫
Rm

+

tα
′+β′

(1 + t2)δ′
dE(t)V xα′,β′,δ′〉

= ||
∑
α,β,δ

∫
Rm

+

tα+β

(1 + t2)δ
dE(t)V xα,β,δ||2 ≥ 0.

Puis, on utilise la méthode du théorème 3.3.2 (voir également [Vas4] et [Vas5]) pour
construire l’opérateur normal N = (N1, · · · , Nm). La propriété sur Θ0,0,0 permet d’iden-
tifierH comme un sous-espace fermé deK. Enfin, par la définition de la norme surK, on
obtient l’égalité Θα,α,0(x, x) = ||Nαx||2Λ. Or nous avons vu que Θα,α,0(x, x) = ||Sαx||2,
d’où ||Nαx||Λ = ||Sαx|| pour tout x ∈ D. En effet, Nα(1⊗ x) = zα ⊗ x et

(3.3.50) ||Nαx||2Λ = ||Nα(1⊗ x)||2Λ = ΛΘ(zα ⊗ x, zα ⊗ x) = Θα,α,0(x, x) = ||Sαx||2.

Avec les mêmes méthodes, on peut donner un résultat sur des familles d’opérateurs
symétriques (mais ici sans une égalité avec les normes).

3.3.18 Proposition : Soit B = (B1, · · · , Bm) un multi-opérateur de H composé
d’opérateurs symétriques. Soit D un espace vectoriel dense inclus dans A(B). Il existe
un espace de Hilbert K ⊃ H et un multi-opérateur auto-adjoint A = (A1, · · · , Am)
qui prolonge B|D et dont le spectre joint est inclus dans Rm

+ si et seulement si :

(i) ||BPx||2 =

∫
Rm

+

tPdµx(t), ∀x ∈ D et ∀P ≥ 0.
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(ii) ΛΘ(tjψ, ψ) ≥ 0, ∀ψ =
∑
tα(1 + t2)−δ ⊗ xα,δ où ΛΘ est définie comme dans le

théorème 3.3.2.

(iii) 〈Bjx, y〉 =

∫
Rm

+

tjdρx,y(t) où ρx,y est la mesure associée à x et y (voir le lemme

3.3.16).

Démonstration.
Si A est une extension auto-adjointe de B|D et si E est la mesure spectrale de
l’opérateur A, on a :

(3.3.51) ||BPf ||2 = ||APf ||2 =

∫
Rm

t2Pd〈E(t)f, f〉 =

∫
Rm

+

tPdµf (t).

De plus, on a pour tout j = 1, · · · ,m :

ΛΘ(tjψ, ψ) =
∑

α,δ,α′,δ′

Θα+ej+α′,δ+δ′(xα,δ, xα′,δ′) =

∑
α,δ,α′,δ′

〈
∫

Rm
+

tα+ej+α′

(1 + t2)δ+δ′
dE(t)xα,δ, xα′,δ′〉

= ||
∑
α,δ

∫
Rm

+

tα+ej/2

(1 + t2)δ
dE(t)xα,δ||2 ≥ 0.

Enfin, on en conclut :

(3.3.52) 〈Bjx, y〉 = 〈Ajx, y〉 =

∫
Rm

+

tjd〈E(t)x, y〉 =

∫
Rm

+

tjdρx,y(t).

Inversement, la même famille que dans le théorème précédent vérifie les propriétés
(1), (3) et (5) du théorème 2.2 de [Vas4]. La propriété (2) est vérifiée par l’hypothèse
(iii). Pour (4), c’est la même astuce que précédemment. En utilisant le théorème
Naimark, il existe un espace de Hilbert K, un opérateur V : D → K et une mesure
spectrale E sur Rm

+ dans K tels que l’on ait :

(3.3.53)

ΛΘ(tjψ, ψ) =
∑

α,δ,α′,δ′

〈
∫

Rm
+

tα+ej+α′

(1 + t2)δ+δ′
dE(t)V xα,δ, V xα′,δ′〉

= ||
∑
α,δ

∫
Rm

+

tα+ej/2

(1 + t2)δ
dE(t)V xα,δ||2 ≥ 0.

Enfin, les positivités (ii) nous permettent de localiser le spectre de l’extension auto-
adjointe dans Rm

+ .

3.3.19 Remarque : Les deux résultats précédents sont basés sur le lemme 3.3.16. On
peut noter que dans ce lemme, on n’a pas besoin que les vecteurs soient analytiques
dans le sens donné au (3.3.41) de la définition 3.3.15 mais uniquement dans le sens
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∑
n≥0 ||Sn

j f ||tnj /n! < +∞ pour j = 1, · · · ,m. En effet, c’est juste la finitude de ces
séries qui nous permet d’appliquer le résultat de L.C. Petersen. Par contre, si on
ne demande que la finitude de ces suites, on n’a plus l’invariance de l’espace par les Sj

et on ne peut plus appliquer nos critères de sous-normalité.

On termine cette section avec une généralisation au cas multi-opératoriel de la
proposition 3 de [St-Sz2] (voir aussi le théorème 35 de [St-Sz5]). Dans notre cas, nous
appliquons une autre méthode basée sur le théorème 3.3.2.

3.3.20 Proposition : Soit S = (S1, ..., Sn) un multi-opérateur ayant un vecteur
cyclique f. Si on note l’espace vectoriel dense D = V ect{Sαf, α ∈ Zn

+}, alors S|D est
sous-normal si et seulement si il existe une mesure positive µ à support dans Cn telle
que l’on ait pour tous multi-indices α, β positifs :

〈Sαf, Sβf〉 =

∫
Cm

zαzβdµ(z, z).

Démonstration.
Si S|D est sous-normal (d’extension normale N), on obtient :

〈Sαf, Sβf〉 = 〈N∗βNαf, f〉 =

∫
Cm

zαzβdµ(z, z),

where dµ(z, z) = d〈E(z, z)f, f〉 and E is the spectral measure of N.

Réciproquement, pour tous multi-indices α, β, δ, a, b dans Zn
+, on pose :

(3.3.54) Θα,β,δ(S
af, Sbf) =

∫
Cm

zβ+azα+b(1 + |z|2)−δdµ(z, z).

Comme le sous-espace vectoriel D est invariant par les Si (i = 1, · · · , n), peut essayer
d’appliquer le thórème 3.3.2. On vérifie donc que la multi-suite Θ = (Θα,β,δ)α,β,δ vérifie
les conditions (1) à (5) de ce théorème. Bien évidemment, on a :

(3.3.55) Θ0,0,0(S
af, Sbf) =

∫
Cm

zazbdµ(z, z) = 〈Saf, Sbf〉.

De plus, on vérifie facilement que :

(3.3.56) Θ0,ej ,0(S
af, Sbf) =

∫
Cm

za+ejzbdµ(z, z) = 〈SjS
af, Sbf〉,

qui est exactement la condition (2). Pour la troisième, on obtient :

(3.3.57)


Θej ,ej ,0(S

af, Saf) =

∫
Cm

za+ejza+ejdµ(z, z) = ||Sa+ejf ||2,

et

Θej ,0,0(SjS
af, Saf) =

∫
Cm

za+ejza+ejdµ(z, z).
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La propriété (4) découle directement des relations qui existent entre les fonctions que
l’on intégre. Il reste enfin à prouver que la multi-suite Θ = (Θα,β,δ)α,β,δ est de type
positif. Soit X =

∑
α,β,δ z

βzα(1 + |z|2)−δ ⊗ Saf, (où a = a(α, β, δ)) alors nous avons :

(3.3.58)

ΛΘ(X,X) =
∑

α,α′,β,β′,δ,δ′

Θα+β′,β+α′,δ+δ′(S
af, Sa′f)

=
∑

α,α′,β,β′,δ,δ′

∫
Cm

zβ+α′+azα+β′+a′(1 + |z|2)−(δ+δ′)dµ(z, z)

=

∫
Cm

|
∑
α,β,δ

zβ+azα

(1 + |z|2)δ
|2dµ(z, z) ≥ 0.

En conclusion, le multi-opérateur S|D est sous-normal.

Ce dernier résultat traite des multi-opérateurs admettant un vecteur cyclique. On
remarque que dans notre caractérisation de sous-normalité interviennent tous les pro-
duits scalaires 〈Sαf, Sβf〉. Dans des cas particuliers, les shifts à poids, on verra dans
la section qui suit que l’on demande uniquement des conditions sur les 〈Sαf, Sαf〉.
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Partie III.4 Sous-normalité et multi-shifts à poids

L’étude des shifts à poids nous permet, entre autres choses, de donner des exemples
et contre-exemples à certains problèmes. Pour n’en citer qu’un, on peut noter qu’il
existe des shifts à poids S hyponormaux tels que p(S) ne soit pas hyponormal où p est
un polynôme (voir [Fa]).Ceci donne un intérêt à l’étude de ces opérateurs.

Dans cette partie, nous mettrons à profit les critères de sous-normalité jointe que
nous avons prouvés dans la section précédente. Nous utiliserons essentiellement le
théorème 3.3.2. Pour ce faire nous nous occuperons uniquement de multi-shifts (uni-
latéraux comme bilatéraux) à poids commutatifs et non bornés. Des caractérisations
pour un shift à poids borné sont données par J. Stampfli et C. Berger (voir
[Sta], [Hal3] et [Lam]). C’est ensuite A. Lubin qui généralise la caractérisation au
cas de mulit-shifts à poids continus en 1977 dans [Lub]. En 1989, J. Stochel et
F.H. Szafraniec donnent le pendant du résultat de C. Berger dans le cas d’un
multi-shift non borné. Dans ce qui suit nous montrerons que la caractérisation est en
fait valable pour un multi-shift à poids non nécessairement borné. Pour ce faire on
utilisera une méthode complétement différente de celles utilisées pour démontrer les
résultats cités, basée sur le théorème 3.3.2.

Dans un second temps, on caractérisera les multi-shifts à poids non bornés bi-
latéraux qui admettent une extension normale. En particulier, on prouvera des résultats
qui généralisent le cas d’un seul multi-shift.

Enfin, nous généraliserons les méthodes de [St-Sz4] afin de donner un moyen de
construire un grand nombre d’exemples de multi-opérateurs sous-normaux. En parti-
culier, nous montrerons par une nouvelle méthode que le multi-opérateur de création,
qui est souvent utilisé en Physique (voir par exemples [St-Sz2], [St-Sz4], [Ot], etc.), est
sous-normal.

Dans cette partie III-4, les méthodes sont souvent longues et demandent des calculs
quelquefois fastidieux mais la majeure partie des résultats peut s’énoncer de manière
simple et concise.

On rappelle qu’un opérateur S est appelé shift à poids unilatéral sur un espace
de Hilbert séparable H (non nécessairement borné) si, pour une base orthonormale
(ξn)n≥0 de H, on a :

S(ξn) = λnξn+1, n ≥ 0.

Alors, on définit le domaine D(S) de S comme étant l’espace vectoriel engendré par le
vecteur cyclique ξ0.

3.4.1 Définition : Soit H un espace de Hilbert séparable avec une base orthonor-
male (ξi1,···,im)i1,···,im≥0. On dit que le multi-opérateur S = (S1, · · · , Sm) est un multi-
shift à poids unilatéral si :

(3.4.1) Sj(ξi1,···,im) = λ
(j)
i1,···,imξi1,···,ij+1,···,im ,
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où λ
(j)
i1,···,im sont des nombres complexes non nuls pour tout i1 ≥ 0, · · · , im ≥ 0 et

j = 1, · · · ,m. En particulier, chaque opérateur est défini sur l’espace vectoriel engendré
par les vecteurs (ξi1,···,im)i1,···,im≥0.

De plus, le multi-opérateur S = (S1, · · · , Sm) est commutatif si et seulement si on
a pour chaque (i1, · · · , im) et pour chaque couple (j, k) :

(3.4.2) λ
(j)
i1,···,imλ

(k)
i1,···,ij+1,···,im = λ

(k)
i1,···,imλ

(j)
i1,···,ik+1,···,im .

Dans ce cas, on peut définir sans ambigüıté les puissances successives de S.

3.4.2 Notations : Enfin, comme dans le deuxième chapitre, on notera par (1 + t2)β

l’expression (1 + t21)
β1 · · · (1 + t2m)βm où β est un multi-indice positif (β1, · · · , βm). De

manière similaire, on notera par (1 + t)β l’expression (1 + t1)
β1 · · · (1 + tm)βm .

3.4.3 Théorème : Soit H un espace de Hilbert séparable avec une base orthonor-
male (ξi1,···,im)i1,···,im≥0, et soit S = (S1, · · · , Sm) un multi-shift à poids commutatif non
nécessairement borné défini sur le domaine commun V ect(ξi1,···,im)i1,···,im≥0. Alors, les
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) S est un multi-opérateur sous-normal.

(ii) ||SP ξ0||2 =

∫
Rm

+

tPdµ(t), ∀P ≥ 0 où µ est une mesure positive sur Rm
+ .

Démonstration.
(ii) ⇒ (i) On veut appliquer le théorème 3.3.2. Pour ce faire, on définit les formes

sesquilinéaires (Θα,β,δ)α,β,δ, pour chaque multi-indice positif α, β, δ, I, et J, en posant :

(3.4.3) Θα,β,δ(S
Iξ0, S

Jξ0) = Kr(I + β, J + α)

∫
Rm

+

tI+J+α+β

(1 + t2)δ
dρ(t1, · · · , tm),

où ρ est la mesure positive sur Rm
+ vérifiant les égalités suivantes pour tout multi-indice

positif M :

(3.4.4)

∫
Rm

+

tMdµ(t) =

∫
Rm

+

v2Mdρ(v).

On notera par (e1, · · · , em) la base canonique de Cm. Enfin, on étend par linéarité ces
formes sesquilinéaires (Θα,β,δ)α,β,δ à l’espace vectoriel D(S) qui est en fait V ect(ξP )P≥0

= V ect(SP ξ0)P≥0 complet (P est un multi-indice). On peut alors vérifier facilement
que l’on a la propriété (ii) de (3.3.1) :

Θα,β,δ(S
Iξ0, S

Jξ0) = Θ−
β,α,δ(S

Jξ0, S
Iξ0).

Maintenant, on va commencer par montrer que ces formes sesquilinéaires sont bien
définies et vérifient les propriétés (1) jusqu’à (5) du théorème 3.3.2.

Ces formes sont bien définies puisque les vecteurs (SP ξ0)P≥0 sont linéairement
indépendants. Egalement, grâce à la linéarité des formes, il nous suffit de vérifier les
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conditions (1), (2), (4) et la première partie de la (3) sur ces vecteurs de base (SP ξ0)P≥0.
Pour la propriété (1), on prend I et J deux multi-indices positifs et on montre :

Θ0,0,0(S
Iξ0, S

Jξ0) = Kr(I, J)

∫
Rm

+

tI+Jdρ(t) = Kr(I, J)

∫
Rm

+

tIdµ(t)

= Kr(I, J) ||SIξ0||2 = 〈SIξ0, S
Jξ0〉.

En ce qui concerne la condition (2), pour chaque k dans {1, · · · ,m}, un calcul simple
nous donne :

Θ0,ek,0(S
Iξ0, S

Jξ0) = Kr(I + ek, J)

∫
Rm

+

tI+ek+Jdρ(t) = Kr(I + ek, J) ||SI+ekξ0||2

= 〈SI+ekξ0, S
Jξ0〉 = 〈SISkξ0, S

Jξ0〉.

Pour la propriété (3), on commence par obtenir :

Θek,0,0(SkS
Iξ0, S

Iξ0) = Kr(I + ek, I + ek)

∫
Rm

+

tI+2ek+Idρ(t) = Θek,ek,0(S
Iξ0, S

Iξ0).

De plus, si on écrit x =
∑

I≥0 ζIS
Iξ0, on a l’expression :

Θek,ek,0(x, x) =
∑
I,J

ζI ζJ Θek,ek,0(S
Iξ0, S

Jξ0)

=
∑
I,J

ζI ζJ Kr(I + ek, J + ek)

∫
Rm

+

tI+2ek+Jdρ(t)

=
∑
I,J

ζI ζJ Kr(I, J)

∫
Rm

+

tI+ekdµ(t) =
∑

I

|ζI |2 ||SI+ekξ0||2

= ||
∑

I ζI S
I+ekξ0||2 = ||Skx||2,

puisque la famille (SIξ0)I est une famille orthogonale. On montre maintenant la rela-
tion (4), on démarre de l’expression Θα,β,δ+ek

(SIξ0, S
Jξ0) + Θα+ek,β+ek,δ+ek

(SIξ0, S
Jξ0)

qui peut se mettre sous la forme :

= Kr(I + β, J + α)

∫
Rm

+

tI+J+α+β

(1 + t2)δ+ek
dρ(t)

+Kr(I + β + ek, J + α+ ek)

∫
Rm

+

tI+J+α+β+2ek

(1 + t2)δ+ek
dρ(t)

= Kr(I + β, J + α)

∫
Rm

+

tI+J+α+β(1 + t2k)

(1 + t2)δ+ek
dρ(t)

= Kr(I + β, J + α)

∫
Rm

+

tI+J+α+β

(1 + t2)δ
dρ(t) = Θα,β,δ(S

Iξ0, S
Jξ0).
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Par conséquent, sur l’ensemble V ect(SP ξ0)P≥0, on obtient l’égalité suivante :

Θα,β,δ = Θα,β,δ+ek
+ Θα+ek,β+ek,δ+ek

.

Pour la dernière condition (5), on prend une famille (xα,β,δ)α,β,δ finie, de vecteurs,
incluse dans l’espace vectoriel V ect(SP ξ0)P≥0. On peut évidemment écrire chacun de
ces vecteurs xα,β,δ sous la forme

∑
J ζα,β,δ,JS

Jξ0. Avec ces notations, l’expression :∑
α,β,δ,α′,β′,δ′

Θα+β′,β+α′,δ+δ′(xα,β,δ, xα′,β′,δ′) peut s’écrire :

∑
α,β,δ,α′,β′,δ′,J,K

ζα,β,δ,J ζα′,β′,δ′,K Θα+β′,β+α′,δ+δ′(S
Jξ0, S

Kξ0)

=
∑

ζα,β,δ,J ζα′,β′,δ′,K Kr(J + β + α′, K + α+ β′)

∫
Rm

+

tJ+K+α+β+α′+β′

(1 + t2)δ+δ′
dρ(t)

=
∑

ζα,β,δ,J ζα′,β′,δ′,K Kr(J + β − α,K − α′ + β′)

∫
Rm

+

tJ+K+α+β+α′+β′

(1 + t2)δ+δ′
dρ(t)

=

∫
Rm

+

∑
α,β,δ,α′,β′,δ′,J,K

ζα,β,δ,J ζα′,β′,δ′,K

∫
Tm

uJ+β−αuK+β′−α′dσ(u)
tJ+K+α+β+α′+β′

(1 + t2)δ+δ′
dρ(t)

=

∫
Rm

+

∫
Tm

|
∑

α,β,δ,J

ζα,β,δ,J
tJ+α+β

(1 + t2)δ
uJ+β−α|2dρ(t)dσ(u) ≥ 0,

où σ est la mesure normalisée de Lebesgue définie sur le Tore Tm (voir la repésentation
intégrale (3.3.33) utilisée dans l’exemple 3.3.13). Enfin, on conclut en appliquant le
théorème 3.3.2.

(i) ⇒ (ii) Si S est multi-opérateur sous-normal et si N est une extension normale
de S, on obtient pour tout multi-indice positif P :

〈SP ξ0, S
P ξ0〉 = 〈NP ξ0, N

P ξ0〉 = 〈N∗pm
m · · ·N∗p1

1 Np1

1 · · ·Npm
m ξ0, ξ0〉

=

∫
Cm

|z1|2p1 · · · |zm|2pmd〈E(z1, · · · , zm)ξ0, ξ0〉,

où E est la mesure spectrale associée au multi-opérateur normal N. Et donc, si l’on
pose :

µ(τ) = 〈E(φ−1(τ))ξ0, ξ0〉,

pour chaque ensemble borélien τ de Rm
+ , où φ est défini par :

φ : Cm 3 (z1, · · · , zm) → (|z1|2, · · · , |zm|2) ∈ Rm
+ ,

on obtient que ||SP ξ0||2 =

∫
Rm

+

tPdµ(t) pour chaque multi-indice P ≥ 0 où µ est une

mesure positive.
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3.4.4 Remarques :
(1) On peut remarquer qu’il existe des nombres complexes non nuls (χP )P≥0 tels

que :
SP ξ0 = Sp1

1 · · ·Spm
m ξ0 = χp1,···,pmξp1,···,pm ,

où les χp1,···,pm sont donnés par :

1 si P = 0

p1−1∏
i1=0

λ
(1)
i1,p2−1,..,pm−1 · · ·

pm−1∏
im=0

λ
(m)
0,···,0,im

si P ≥ (1, · · · , 1)

pc1−1∏
ic1=0

λ
(c1)
0,..,ic1 ,0,..,pck

−1,..,0 · · ·
pck

−1∏
ick

=0

λ
(ck)
0,..,0,ick

,..,0 if P = (0, .., pc1 , 0, .., pck
, .., 0), pcj

> 0.

Par conséquent, la condition (ii) de l’hypothèse précédente est équivalente au fait
que la multi-suite

(3.4.5) (|χp1,···,pm|2)p1,···,pm≥0,

soit une multi-suite de moments de Stieltjes.
(2) Soient H1, · · · ,Hm des espaces de Hilbert séparables et soit H le produit ten-

soriel (algébrique) H1⊗· · ·⊗Hm, qui n’est pas nécessairement un espace de Hilbert.
Soit K la complétion de H (dans ce cas H est un sous-espace dense de K). Soit aussi
(ξi1,···,im = ξi1 ⊗ · · · ⊗ ξim) une base orthonormale de H, où les (ξij) sont les bases or-
thonormales des Hj respectivement pour chaque j dans {1, · · · , n}. On notera par Sj

le shift à poids unilatéral défini sur Hj. On peut identifier l’opérateur Sj sur Hj avec
l’opérateur I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ Sj ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I défini sur H. Alors, S = (S1, · · · , Sm) est un
multi-opérateur sur V ect(ξi1,···,im)i1,···,im≥0 qui est l’espace linéaire engendré par la base
(ξi1,···,im)i1,···,im≥0. Donc on peut appliquer le théorème précédent à ce type d’espaces.

(3) Pour des multi-opérateurs, on peut montrer que la condition (ii) du théorème
précédent implique les conditions « à la Itô » où « à la Lubin » (voir [It] et [Lub3],
respectivement). Mais ces dernières conditions ne sont pas équivalentes parce qu’il
existe des formes linéaires semi-définies positives sur R[t1, · · · , tn] qui ne sont pas des
suites de moments (voir des exemples dans [BCJ], [Fr], [Sch] etc).

Comme conséquence du théorème 3.4.3, on obtient le corollaire suivant qui est un
résultat obtenu par J. Stochel et F.H. Szafraniec (voir [St-Sz2], théorème 4).

3.4.5 Corollaire : Soit S un shift à poids unilatéral (non nécessairement borné)
défini dans un espace de Hilbert séparable H. Alors, les assertions suivantes sont
équivalentes :
(i) S is subnormal.

(ii)
n∑

j,k=0

〈Skfj, S
jfk〉 ≥ 0, ∀f0, · · · , fn ∈ V ect(ξn)n≥0.
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(iii)
n∑

j,k=0

〈Sj+kfj, S
j+kfk〉 ≥ 0, ∀f0, · · · , fn ∈ V ect(ξn)n≥0.

(iv) ||Snξ0||2 =

∫ +∞

0

tndµ(t), ∀n ≥ 0 où µ est une mesure positive avec des moments

à tout ordre.

Le théorème 3.4.3 nous donne l’équivalence (i) ⇐⇒ (iv) (dont la preuve est
différente de celle donnée dans [St-Sz2]). Les autres équivalences sont des démonstrations
classiques (sur le problème de Stieltjes unidimensionel) que l’on peut, par exemple,
trouver dans l’article [St-Sz2].

Maintenant que nous nous sommes occupé des multi-shifts à poids unilatéraux com-
mutatifs (non nécessairement bornés), notre but est de donner des résultats similaires
pour les multi-shifts à poids bilatéraux (toujours commutatifs et non nécessairement
bornés). Ici se poseront des problèmes de définition pour nos formes linéaires, on aura
donc besoin d’introduire des nouvelles conditions et définitions.

Soit S un shift à poids bilatéral et soit ξ = (ξn)n∈Z une base orthonormée de H.
Cela signifie qu’il existe une suite x = (xn)n∈Z de nombres complexes telle que l’on
ait :

S(ξn) = xnξn+1.

Si tous les xn sont non nuls, alors (Snξ0)n∈Z engendre l’espace de Hilbert H. Et, si
on pose D(S) = V ect(ξn)n∈Z, on obtient ∩n∈ZD(Sn) = D(S), qui est un sous-espace
dense dans H. Comme dans le début de cette partie, on peut définir des multi-shifts à
poids bilatéraux :

Supposons que H soit un espace de Hilbert séparable munie d’une base ortho-
normée (ξi1,···,im)i1,···,im∈Z, on dit que S = (S1, · · · , Sm) est un multi-shift à poids bi-
latéral si pour chaque multi-indice (i1, · · · , im) ∈ Zm et pour chaque j ∈ {1, · · · ,m} on
a :

(3.4.6) Sj(ξi1,···,im) = λ
(j)
i1,···,imξi1,···,ij+1,···,im ,

où les λ
(j)
i1,···,im sont des nombres complexes non nuls pour tout multi-indice i1, · · · , im

et tout j = 1, · · · ,m. En particulier, le multi-opérateur est commutatif si on a des
égalités similaires au début de la section (voir (3.4.2)). Dans ce cas, le multi-opérateur
S est défini sur l’espace vectoriel engendré par les vecteurs de la forme (Sαξ0)α∈Zm .

3.4.6 Définitions : Soient (r1,k)k≥0, · · · , (rm,k)k≥0 des suites d’entiers. On dira que
ces suites satisfont à la condition (∗) s’il existe une fonction strictement croissante ϕ,
de N dans N, qui vérifie la condition :

(∗) lim
k→∞

rj,ϕ(k) = +∞, j = 1, · · · ,m.

Cette condition (∗) peut être vue comme une sorte de sup rk = +∞ quand on est dans
le cas de plusieurs suites.
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Si K = (k1, · · · , km) et L = (l1, · · · , lm) sont deux multi-indices positifs, et si
(r1,k)k≥0, · · · , (rm,k)k≥0 sont des suites d’entiers, on pose parRK lem-uplet (r1,k1 , · · · , rm,km)
et :

max(K,L) = (max(k1; l1), · · · ,max(km; lm)).

De plus, on écrira par AR(K,L) le multi-indice positif (a1, · · · , am) défini par :

aj

{
= kj si rj,kj

≥ rj,lj

= lj si non .

(en particulier, on a AR(K,K) = K). Enfin, si S est un muti-shift bilatéral commutatif,
on notera par fK l’élément suivant :

(3.4.7) fK = S−2r1,k1
e1···−2rm,kmemξ0 = S−2RKξ0.

3.4.7 Définition : Soit (µk1,···,km)k1,···,km≥0 une multi-suite de mesures positives à
supports dans Rm

+ . On dira que cette multi-suite vérifie la condition (∗∗) en respectant
la multi-suite (r1,k, · · · , rm,k)k≥0 d’entiers si on a l’égalité suivante pour tout multi-
indice positif β :

(∗∗)
∫

Rm
+

tP+2RK′−2RK

(1 + t)β
dµK′(t) =

∫
Rm

+

tP

(1 + t)β
dµK(t),

quand P et P + 2RK′ − 2RK sont tous les deux positifs.

3.4.8 Lemme : Soit H un espace de Hilbert séparable et soit (ξi1,···,im)i1,···,im∈Z une
base orthonormale de H. On suppose que (r1,k)k≥0, · · · , (rm,k)k≥0 est une multi-suite
d’entiers vérifiant la condition (∗). On suppose également qu’il existe une multi-suite
de mesures positives (µk1,···,km)k1,···,km≥0 à supports dans Rm

+ vérifiant la condition (∗∗)
en respectant la multi-suite (r1,k, · · · , rm,k)k≥0. Alors, on peut définir sans ambiguité
les formes sesquilinéaires (Θα,β,δ)α,β,δ sur V ect(SIfK)I,K≥0 = V ect(SIξ0)I∈Zm , où on
a posé fK = S−2r1,k1

e1···−2rm,kmemξ0 ( et où S est un multi-shift à poids bilatéral com-
mutatif non nécessairement borné), par les formules suivantes :

(3.4.8)

Θα,β,δ(S
IfK , S

JfL) = Kr(I + β − 2RK , J + α− 2RL)

×
∫

Rm
+

tI+J+α+β−2RK−2RL+4max(RK ,RL)

(1 + t2)δ
dρAR(K,L)(t).

Démonstration.
On rappelle que, jusqu’à la fin, on note par (e1, · · · , em) la base canonique de l’espace
hermitien Cm.

On suppose qu’il existe d’autres representations pour les deux vecteurs SIfK et
SJfL. On les note alors SI′fK′ et SJ ′fL′ . Alors, on a évidemment :

(3.4.9)


SIS−2r1,k1

e1···−2rm,kmemξ0 = SI′S
−2r1,k′1

e1···−2rm,k′m
emξ0.

SJS−2r1,l1
e1···−2rm,lmemξ0 = SJ ′S

−2r1,l′1
e1···−2rm,l′m

emξ0.
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Comme le multi-opérateur S transforme chaque élément de la base orthonormale en
un multiple (non nul) d’un autre élément de cette base, la condition (3.4.9) implique
les deux égalités suivantes :

(3.4.10)


ip − 2rp,kp = i′p − 2rp,k′p pour tout p ∈ {1, · · · ,m}.

jp − 2rp,lp = j′p − 2rp,l′p pour tout p ∈ {1, · · · ,m}.

Alors, on en déduit :

Kr(I + β − 2RK , J + α− 2RL) = Kr(I ′ + β − 2RK′ , J ′ + α− 2RL′).

Maintenant, en utilisant la formule (3.4.8), on a Θα,β,δ(S
IfK , S

JfL) qui est égal à :

Kr(I + β − 2RK , J + α− 2RL)

∫
Rm

+

t2I+2β−4RK+4max(RK ,RL)

(1 + t2)δ
dρAR(K,L)(t)

= Kr(I + β − 2RK , J + α− 2RL)

∫
Rm

+

tI+β−2RK+2max(RK ,RL)

(1 + t)δ
dµAR(K,L)(t)

De plus, en appliquant (3.4.10), l’équation précédente peut se mettre sous la forme :

Kr(I ′ + β − 2RK′ , J ′ + α− 2RL′)

∫
Rm

+

tI
′+β−2RK′+2max(RK ,RL)

(1 + t)δ
dµAR(K,L)(t).

En appliquant la condition (∗∗) à µAR(K,L) et µAR(K′,L′), on obtient :∫
Rm

+

tI
′+β−2RK′+2max(RK′ ,RL′ )t2(max(RK ,RL)−max(RK′ ,RL′ ))

(1 + t)δ
dµAR(K,L)(t)

=

∫
Rm

+

tI
′+β−2RK′+2max(RK′ ,RL′ )

(1 + t)δ
dµAR(K′,L′)(t),

puisque I ′+β−2RK′+2max(RK′ , RL′) et I ′+β−2RK′+2max(RK′ , RL′)+2(max(RK , RL)−
max(RK′ , RL′)) = I + β − 2RK + 2max(RK , RL) sont positifs ou nuls en même temps
(voir (3.4.10)). Ceci implique que Θα,β,δ(S

IfK , S
JfL) est égal à :

Kr(I ′ + β − 2RK′ , J ′ + α− 2RL′)

∫
Rm

+

tI
′+β−2RK′+2max(RK′ ,RL′ )

(1 + t)δ
dµAR(K′,L′)(t)

= Kr(I ′+β−2RK′ , J ′+α−2RL′)×
∫

Rm
+

tI
′+J ′+β+α−2RK′−2RL′+4max(RK′ ,RL′ )

(1 + t2)δ
dρAR(K′,L′)(t)

= Θα,β,δ(S
I′fK′ , SJ ′fL′).

Par conséquent les formes sesquilinéaires (Θα,β,δ)α,β,δ sont bien définies pour tout
triplet de multi-indices positifs α, β et δ.

3.4.9 Théorème : Soit H un espace de Hilbert séparable et soit (ξi1,···,im)i1,···,im∈Z
une base orthonormale de H. On note par S = (S1, · · · , Sm) un multi-shift à poids
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bilatéral commutatif non nécessairement borné défini sur V ect(ξi1,···,im)i1,···,im∈Z. Alors,
les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) S est un multi-opérateur sous-normal.

(ii) Pour chaque famille de suites (r1,k)k≥0, · · · , (rm,k)k≥0, à valeurs entières vérifiant
la condition (∗), on a :

||S−2r1,k1
e1···−2rm,kmem+P ξ0||2 =

∫
Rm

+

tPdµk1,···,km(t), ∀P ≥ 0

où les (µK = µk1,···,km)K≥0 sont des mesures positives avec des moments à tous les
ordres qui vérifient la condition (∗∗) en respectant (r1,k1 , · · · , rm,km)k1,···,km≥0.

(iii) Il existe une famille de suites (r1,k)k≥0, · · · , (rm,k)k≥0, à valeurs entières vérifiant
la condition (∗), telle que l’on ait :

||S−2r1,k1
e1···−2rm,kmem+P ξ0||2 =

∫
Rm

+

tPdµk1,···,km(t), ∀P ≥ 0,

où les (µK)K≥0 sont des mesures positives avec des moments à tous les ordres qui
vérifient la condition (∗∗) en respectant (r1,k1 , · · · , rm,km)k1,···,km≥0.

Démonstration.
(ii) ⇒ (iii) évident.
(iii) ⇒ (i) Soit (fK) la famille définie à la définition 3.4.6 (voir (3.4.7)). On com-

mence par calculer le produit scalaire 〈SIfK , S
JfL〉 :

〈SIfK , S
JfL〉 = 〈SI−2RKξ0, S

J−2RLξ0〉

= 〈SI−2RK+2max(RK ,RL)S−2max(RK ,RL)ξ0,
SJ−2RL+2max(RK ,RL)S−2max(RK ,RL)ξ0〉

= Kr(I − 2RK , J − 2RL) ||SI−2RK+2max(RK ,RL)fAR(K,L)||2.

Alors, si l’hypothèse (iii) est vérifiée (sur les suites de moments de Stieltjes multi-
dimensionels), le produit scalaire précédent 〈SIfK , S

JfL〉 peut se mettre sous la forme :

(3.4.11) Kr(I − 2RK , J − 2RL)

∫
Rm

+

tI+J−2Rk−2RL+4max(RK ,RL)dρAR(K,L)(t).

(Pour ce qui concerne la relation entre ρ et µ, on utilise le même lien que pour les
multi-shifts unilatéraux, voir l’égalité (3.4.4)).

On a défini (voir (3.4.8)), pour chaque triplet de multi-indices positifs (α, β, δ) et
pour chaque I, J, K, et L, Θα,β,δ(S

IfK , S
JfL) en posant :

Kr(I + β − 2RK , J + α− 2RL)

∫
Rm

+

tI+J+α+β−2RK−2RL+4max(RK ,RL)

(1 + t2)δ
dρAR(K,L)(t),

où ρAR(K,L) est la mesure positive à support dans Rm
+ associée à µAR(K,L) par (3.4.4).

Par le lemme précédent 3.4.8, on sait que cette multi-suite de formes sesquilinéaires
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Θ = (Θα,β,δ)α,β,δ≥0 est bien définie. On commence alors par vérifier les conditions
(1) à (5) du théorème 3.3.2. (Quand c’est suffisant, on vérifie juste les propriétés sur
la famille génératrice (SIfK)I,K≥0. En effet, comme les suites d’entiers satisfont à la
condition (∗), on obtient V ect(ξP )P∈Zm = V ect(SIfK)I,K≥0).

Pour la condition (1), on calcule Θ0,0,0(S
IfK , S

JfL) :

Kr(I − 2RK , J − 2RL)

∫
Rm

+

tI+J−2RK−2RL+4max(RK ,RL)dρAR(K,L)(t)

= Kr(I − 2RK , J − 2RL)

∫
Rm

+

t2I−4RK+4max(RK ,RL)dρAR(K,L)(t)

= 〈SIfK , S
JfL〉,

grâce à l’égalité (3.4.11).
Pour la seconde condition, on doit montrer Θ0,ec,0(S

IfK , S
JfL) = 〈SIScfK , S

JfL〉.
On démarre de la partie gauche de l’égalité qui n’est autre que :

Kr(I − 2RK + ec, J − 2RL)

∫
Rm

+

tI+ec+J−2RK−2RL+4max(RK ,RL)dρAR(K,L)(t)

= Kr(I − 2RK + ec, J − 2RL) ||SI+ec−2RK+2max(RK ,RL)fAR(K,L)||2

= 〈SI+ecfK , S
JfL〉 = 〈SIScfK , S

JfL〉.

En ce qui concerne la relation (3), on prend x dans V ect(SIfK)I,K≥0. Grâce à
la condition (∗), il existe un multi-indice positif B tel que l’on puisse écrire x =∑

I≥0 ζI S
IfB. Par conséquent, on a Θec,ec,0(x, x) qui se met sous la forme :

∑
I,J ζI ζJ Θec,ec,0(S

IfB, S
JfB)

=
∑
I,J

ζI ζJ Kr(I − 2RB + ec, J − 2RB + ec)

∫
Rm

+

tI+2ec+JdρB(t)

=
∑
I,J

ζI ζJ Kr(I − 2RB, J − 2RB)

∫
Rm

+

tI+ecdµB(t)

=
∑

I

|ζI |2
∫

Rm
+

tI+ecdµB(t) =
∑

I

|ζI |2 ||SI+ecfB||2 = ||Sc

∑
I

ζI S
IfB||2,

puisque la famille (SIfB)I≥0 est une famille orthogonale. De plus, on a également la
valeur Θec,0,0(ScS

IfK , S
IfK) :

= Kr(I − 2RB + ec, J − 2RB + ec)

∫
Rm

+

tI+2ec+IdρAR(K,K)(t)

= Θec,ec,0(S
IfK , S

IfK).

Pour la quatrième condition, on doit maintenant simplifier l’expression suivante
Θα,β,δ+ec(S

IfK , S
JfL) +Θα+ec,β+ec,δ+ec(S

IfK , S
JfL) qui est égale à :
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Kr(I − 2RK + β, J − 2RL + α)

∫
Rm

+

tI+J+α+β−2RK−2RL+4max(RK ,RL)

(1 + t2)δ+ec
dρAR(K,L)(t)

+Kr(I − 2RK + β + ec, J − 2RL + α+ ec)

∫
Rm

+

tI+J+α+β+2ec−2RK−2RL+4max(RK ,RL)

(1 + t2)δ+ec

dρAR(K,L)(t)

= Kr(I − 2RK + β, J − 2RL + α)

∫
Rm

+

tI+J+α+β−2RK−2RL+4max(RK ,RL)

(1 + t2)δ+ec

(1 + t2c)dρAR(K,L)(t)

= Kr(I − 2RK + β, J − 2RL + α)

∫
Rm

+

tI+J+α+β−2RK−2RL+4max(RK ,RL)

(1 + t2)δ
dρAR(K,L)(t)

= Θα,β,δ(S
IfK , S

JfL).

Par conséquent, sur l’espace vectoriel V ect(SIfK)I,K≥0, on a l’égalité suivante :

Θα,β,δ = Θα,β,δ+ec + Θα+ec,β+ec,δ+ec .

Enfin, en ce qui concerne la condition de positivité (5), on doit montrer que la
multi-suite de formes sesquilinéaires Θ est de type positive. Soit x = (xα,β,δ)α,β,δ une
multi-suite finie de vecteurs de V ect(SIfK)I,K≥0. Grâce à la propriété (∗) sur les suites
d’entiers que nous utilisons, on peut trouver un multi-indice B positif tel que l’on
puisse écrire :

xα,β,δ =
∑
J≥0

ζα,β,δ,JS
JfB.

Avec cette représentation, on obtient
∑

α,β,δ,α′,β′,δ′ Θα+β′,β+α′,δ+δ′(xα,β,δ, xα′,β′,δ′) qui est
égal à : ∑

α,β,δ,α′,β′,δ′,I,J

ζα,β,δ,I ζα′,β′,δ′,J Θα+β′,β+α′,δ+δ′(S
IfB, S

JfB)

=
∑

α,β,δ,α′,β′,δ′,I,J

ζα,β,δ,I ζα′,β′,δ′,J Kr(I − 2RB + β + α′, J − 2RB + α+ β′)

×
∫

Rm
+

tI+J+α+β+α′+β′−4RB+4max(RB ,RB)

(1 + t2)δ+δ′
dρB(t)

=
∑

α,β,δ,α′,β′,δ′,I,J

ζα,β,δ,I ζα′,β′,δ′,J Kr(I − 2RB + β − α, J − 2RB − α′ + β′)

×
∫

Rm
+

tI+J+α+β+α′+β′

(1 + t2)δ+δ′
dρB(t)
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=

∫
Rm

+

∑
α,β,δ,α′,β′,δ′,I,J

ζα,β,δ,I ζα′,β′,δ′,J

∫
Tm

uI+β−αuJ+β′−α′
tI+J+α+β+α′+β′

(1 + t2)δ+δ′
dσ(u)dρB(t)

=

∫
Rm

+

∫
Tm

|
∑

α,β,δ,I

ζα,β,δ,I
tI+α+β

(1+2)δ
uI+β−α|2dρ(t)dσ(u),

où σ est la mesure de Lebesgue normalisée définie sur le Tore Tm (voir (3.3.33)).
Donc, on obtient :

ΛΘ(
∑
α,β,δ

z̄αzβ(1 + |z|2)−δ ⊗ xα,β,δ ,
∑
α,β,δ

z̄αzβ(1 + |z|2)−δ ⊗ xα,β,δ) ≥ 0.

En conclusion, on peut appliquer le théorème 3.3.2. Ceci entrâıne que le multi-shift
à poids bilatéral est sous-normal.

(i) ⇒ (ii) Si S est un multi-opérateur sous-normal et siN est une extension normale
(commutative) de S, on a :

〈SPfK , S
PfK〉 = 〈NPfK , N

PfK〉 = 〈N∗pm
m · · ·N∗p1

1 Np1

1 · · ·Npm
m fK , fK〉

=

∫
Cm

|z1|2p1 · · · |zm|2pmd〈E(z1, · · · , zm)fK , fK〉,

où E est la mesure spectrale associée au multi-opérateur normal N. Et donc, si on
pose :

µK(τ) = 〈E(φ−1(τ))fK , fK〉,
pour chaque ensemble τ de la tribu borélienne de Rm

+ , où φ a été donnée dans le
théorème 3.4.3 (voir (i) ⇒ (ii)). Comme conséquence, on obtient :

||SPfK ||2 =

∫
Rm

+

tPdµK(t),

pour chaque P ≥ 0 où toutes les mesures (µK)K sont des mesures positives. Enfin, on
doit prouver que ces mesures satisfont à la condition (∗∗).

Pour chaque multi-indice positif β, on note par (I + N∗N)−β le multi-opérateur
((I + N∗

1N1)
−β1 , · · · , (I + N∗

mNm)−βm) qui est bien défini puisque chaque opérateur
N∗

jNj est positif et que tous les opérateurs commutent. Par conséquent, on a :

〈(I +N∗N)−βSPfK , S
PfK〉 = 〈NPN∗P (I +N∗N)−βfK , fK〉

=

∫
Rm

+

tP

(1 + t)β
dµK =

∫
Rm

+

t2P

(1 + t2)β
dρK .

De plus, si P + 2RK′ − 2RK ≥ 0, on a (voir (3.4.7)) :

〈(I +N∗N)−βSPfK , S
PfK〉 = 〈(I +N∗N)−βSP+2RK′−2RKfK′ , SP+2RK′−2RKfK′〉

= 〈N∗P+2RK′−2RK (I +N∗N)−βNP+2RK′−2RKfK′ , fK′〉

=

∫
Rm

+

tP+2RK′−2RK

(1 + t)β
dµK′ =

∫
Rm

+

tP+2RK′−2RK

(1 + t)β
dµK .

152



Donc la condition (∗∗) est bien satisfaite pour cette famille de mesures.

On donne maintenant un corollaire qui est un cas particulier important du théorème
3.4.9 précédent. On prend juste comme multi-suite d’entiers qui vérifient la condition
(∗) la multi-suite suivante (et sans doute la plus simple) :

(r1,k1 , · · · , rm,km = K)K≥0.

3.4.10 Corollaire : Soit H un espace de Hilbert séparable et soit (ξi1,···,im)i1,···,im∈Z
une base orthonormale de H. Soit aussi S un multi-shift à poids bilatéral commutatif
non nécessairement borné défini sur V ect(ξi1,···,im). Alors S est sous-normal si et seule-
ment si il existe une multi-suite (µK)K≥0 de mesures positives à support dans Rm

+ avec
des moments à tous les ordres telles que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

(i) ||S−2K+P ξ0||2 =

∫
Rm

+

tPdµK(t), ∀P ≥ 0.

(ii)

∫
Rm

+

tP+2(K′−K)

(1 + t)β
dµK′(t) =

∫
Rm

+

tP

(1 + t)β
dµK(t), pour chaque K et K ′ vérifiant

P + 2(K ′ −K) ≥ 0 et P ≥ 0.

3.4.11 Remarques :
(1) Comme dans le cas des multi-shifts unilatéraux, on peut montrer que les condi-

tions (i) à (iii) du théorème 3.4.9 impliquent les conditions de positivité à la Itô et
Lubin.

(2) Toujours comme dans le cas des multi-shifts unilatéraux, on peut utiliser le
théorème précédemment cité pour des produits tensoriels (algébriques) d’espaces de
Hilbert séparables en utilisant la même identification.

(3) De plus, on peut remplacer les conditions (ii) et (iii) dans le théorème 3.4.9

par des conditions sur les différents poids (λ
(j)
i1,···,im)i1,···,im,j : savoir s’ils forment ou non

des multi-suites de moments de Stieltjes.

Chaque multi-shift à poids bilatéral est inversible sur V ect(ξi1,···,im)i1,···,im∈Z. De
plus, on a Sj(V ect(ξi1,···,im)) qui est égal à V ect(ξi1,···,im). Donc, s’il existe un nombre
positif tel que l’on ait :

(3.4.12) |λ(j)
i1,···,im| ≥ ω > 0,

chaque opérateur Sj admet un inverse borné. Quite à multiplier par un réel positif,
l’hypothèse de l’exemple 3.3.8 est satisfaite. Par conséquent, la sous-normalité de S
est équivalente à l’inégalité (iii) de la proposition de l’exemple 3.3.8.

Enfin, comme conséquence du théorème 3.4.9, on obtient un résultat de 1989 pour
le cas d’un seul opérateur. On a juste à noter que la condition (∗) n’est autre que la
notion de borne supérieure dans ce cas.

3.4.12 Corollaire : Soit S un shift à poids bilatéral (non nécessairement borné).
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) S est sous-normal.

(ii)
n∑

j,k=0

〈Skfj, S
jfk〉 ≥ 0, ∀f0, · · · , fn ∈ V ect(ξn)n∈Z.

(iii)
n∑

j,k=0

〈Sj+kfj, S
j+kfk〉 ≥ 0, ∀f0, · · · , fn ∈ V ect(ξn)n∈Z.

(iv) Pour chaque suite à valeurs entières, (rk)k≥0 vérifiant, supk(rk) = +∞, on a :

||S−2rk+nξ0||2 =

∫ +∞

0

tndµk(t), ∀n ≥ 0,

où les (µk)k≥0 sont des mesures positives ayant des moments à tous les ordres vérifiant
(∗∗) en respectant la suite (rk)k≥0.

(v) Il existe une suite à valeurs entières, (rk)k≥0 vérifiant, supk(rk) = +∞, on a :

||S−2rk+nξ0||2 =

∫ +∞

0

tndµk(t), ∀n ≥ 0,

où les (µk)k≥0 sont des mesures positives avec des moments de tout ordre vérifiant (∗∗)
en respectant la suite (rk)k≥0.

Démonstration.
Les équivalences (i) ⇔ (iv) ⇔ (v) proviennent du théorème 3.4.9 et les équivalences
(i) ⇔ (ii) ⇔ (iii) sont données par le théorème 5 de [St-Sz2].

3.4.13 Remarque : Si on choisit comme suite (rk) vérifiant la condition sup(rk) =
+∞ la plus simple (rk = k)k≥0, on obtient comme conséquence du corollaire 3.4.12, un
résultat similaire à celui de J. Stochel et F.H.Szafraniec (voir [St-Sz2], théorème
5, équivalence (i) à (iv)). La solution dans [St-Sz2], valable pour un opérateur, ne
nécessite aucune condition du type (∗∗). On a imposé cette condition pour obtenir
une assertion valide pour un nombre arbitraire d’opérateurs. La question de savoir si
on peut supprimer cette condition (∗∗) en général, est ouverte.

A partir de maintenant et jusque la fin de cette section, nous allons nous employer
à donner des résultats sur la sous-normalité de shifts à poids formés à partir de shifts
unilatéraux sous-normaux et de leurs adjoints. Ceci nous permettra en particulier de
donner un nombre considérable d’exemples d’opérateurs sous-normaux. On achèvera
cette partie en reprenant l’exemple multi-dimensionnel d’un opérateur classique qui
apparâıt souvent en Physique : L’opérateur de Création. Pour des résultats sur cet
opérateur dans le cas d’une seule variable, on peut se référer à [St-Sz], [St-Sz2], [St-
Sz4] et [Ot].

3.4.14 Définition : Soit α un multi-indice strictement positif, T est dit un α-multi-
shift à poids défini sur D(T ) = V ect(ξI)I≥0 ⊂ H (où H est un espace de Hilbert
séparable et (ξI)I≥0 une base orthonormée de cet espace) si on a :

(3.4.13) Tj(ξI) = λ
(j)
I ξI+αj

, ∀I ≥ 0, j = 1, · · · ,m.
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En particulier un (1, · · · , 1)-multi-shift à poids est un multi-shift unilatéral classique.
On dira qu’un α-multi-shift est commutatif si on a TiTj = TjTi sur D(T ) = V ect(ξI)I≥0

qui est un espace stable. Soit β < α (β ∈ Zm
+ ), on définit le multi-opérateur T [β] =

(T
[β1]
1 , · · · , T [βm]

m ) par la formule (j = 1, · · · ,m) :

(3.4.14) T
[βj ]
j (ξβ+(a1,···,am)α) = λ

(j)
β+(a1,···,am)αξβ+[(a1,···,am)+ej ]α,

sur l’espace de Hilbert séparable Hβ qui est engendré par V ect(ξβ+cα)c1,···,cm≥0. On
rappelle que si l’on a deux multi-indices A = (a1, · · · , am) et B = (b1, · · · , bm), on note
par le produit AB le multi-indice (a1b1, · · · , ambm). On peut remarquer que chaque
multi-opérateur T [β] est un multi-shift à poids unilatéral sur l’espace de Hilbert Hβ.
Alors tout α-multi-shift à poids est somme orthogonale des multi-shifts T [β], 0 ≤ β < α.
En fait, un α-multi-shift à poids permet de faire des sauts dans les indices de la base
orthonormale de plus de 1.

Si (λ
(j)
i1,i2,···,im)i1,···,im≥0;j=1,···,m est une multi-suite. Pour chaque couple de multi-

indices positifs (α, β) fixé, on lui associe la multi-suite (λβ,α
p1,p2,···,pm

)p1,p2,···,pm≥0 donnée
par les produits suivants (voir la remarque 3.4.4 (1) pour une définition similaire) :
(3.4.15)

1 si p1 = · · · = pm = 0

|λ(m)
0,···,0,βm

|2× |λ(m)
0,···,0,βm+αm

|2× · · · ×|λ(m)
0,···,0,βm+(pm−1)αm

|2
...

...
...

× × ×
...

...
...

|λ(1)
β1,(p2−1)α2+β2,..|2× |λ(1)

α1+β1,(p2−1)α2+β2,···|2× · · · ×|λ(1)
(p1−1)α1+β1,···,(pm−1)αm+βm

|2,

si chaque composante de P est non nulle. Et si P a des zéros dans sa décomposition,
on ne fait apparâıtre que les termes où il n’y a pas de zéros comme ci-dessus (comme

dans la remarque 3.4.4 (1)). En particulier, si la multi-suite (λ
(j)
i1,i2,···,im)i1,···,im≥0;j=1,···,m

est la suite des poids d’un multi-shift commutatif unilatéral, la sous-normalité revient
à savoir si (λ0,1

p1,p2,···,pm
)p1,p2,···,pm≥0 est une suite de moments de Stieltjes (où 1 est le

multi-indice (1, · · · , 1)).

3.4.15 Proposition : Soit T un α-multi-shift commutatif à poids sur un espace de
Hilbert H munie d’une base orthonormale (ξI)I≥0. Soient (λ

(j)
I )I≥0;j=1,···,m les poids

de T. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) T est un α-multi-shift sous-normal.

(ii) T [β] est sous-normal pour tout β vérifiant 0 ≤ β < α.

(iii) Pour tout β vérifiant 0 ≤ β < α, (λβ,α
I )I≥0 est une suite de moments de

Stieltjes.

Démonstration.
(i) ⇒ (ii) Pour tout β vérifiant 0 ≤ β < α, on a T [β] = T |Hβ

. Donc T est sous-

normal implique que chaque T [β] l’est également.
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(ii) ⇔ (iii) Chaque T [β] est un multi-shift à poids sur l’espace de Hilbert Hβ. La
commutativité des T [β] provient de celle de T. Il suffit d’utiliser le théorème 3.3.2 et la
remarque 3.4.4 (1) du début de la section.

(ii) ⇒ (i) Comme D(T ) = V ect(ξi1,i2,···,im)i1,···,im≥0, on a :

(3.4.16) H =
⊕

0≤β<α

Hβ, et T =
⊕

0≤β<α

T [β].

Et on a également D(T ) =
⊕

0≤β<αD(T [β]). Si N [β] sont les extensions normales des

T [β], alors N =
⊕

0≤β<αN
[β] est une extension normale T.

3.4.16 Théorème : Soit T un α-multi-shift à poids, commutatif et sous-normal,
sur un espace de Hilbert séparable H munie d’une base orthonormale (ξI)I≥0. Soit

(δ
(j)
I )I≥0;j=1,···,m une famille de nombres complexes. Si on note par (λ

(j)
I )I≥0;j=1,···,m les

poids de T, soit W le multi-opérateur défini par :

(3.4.17) WjξI = λ
(j)
I δ

(j)
I ξI+ej

; j = 1, · · · ,m.

Alors W est sous-normal si (δ
(j)
I )I≥0;j=1,···,m vérifie les conditions suivantes :

(i) δ
(j)
I δ

(k)
I+ej

= δ
(k)
I δ

(j)
I+ek

pour tout I ≥ 0 et pour tout j, k = 1, · · · ,m.

(ii) Il existe un multi-indice A ≥ 0 tel que δ
(j)
I 6= 0 pour I ≥ A et δ

(j)
I = 0 si non.

(iii) δA,1
I est une suite de moments de Stieltjes.

Démonstration.
Soit K l’espace de Hilbert séparable engendré par les vecteurs ξI qui vérifient ij <
aj pour au moins un indice j ∈ {1, · · · ,m}. Alors, on a Wj = 0K ⊕ W ′

j où W ′ =
(W ′

1, · · · ,W ′
m) est un multi-shift à poids (commutatif grâce à l’hypothèse (i)) et ces

derniers sont :
δ
(j)
I+Aλ

(j)
I+A, I ≥ 0 et j = 1, · · · ,m.

le multi-opérateur W ′ est sous-normal si et seulement si (δA,1
I λA,1

I )I≥0 est une suite de
moments de Stieltjes. Comme T est sous-normal, (λ0,1

I )I≥0 est une suite de moments
de Stieltjes. Il en est donc de même pour (λA,1

I )I≥0. Par hypothèse, (δA,1
I )I≥0 en est

une aussi. Donc, par une propriété du produit de Schur, (δA,1
I λA,1

I )I≥0 est aussi une
multi-suite de moments de Stieltjes, ce qui achève la démonstration. En effet, si
N = (N1, · · · , Nm) est une extension normale de W ′, les opérateurs 0K ⊕ Nj sont
normaux, commutent et prolongent W.

3.4.17 Définition : Soit R un multi-shift à poids, on dira que R vérifie la condition
(�) si on a pour tout multi-indice positif I :

(�) Rj(ξI) = r
(j)
ij
ξI+ej

, I = (i1, · · · , im); j = 1, · · · ,m.

On peut noter que tout multi-shift à poids vérifiant (�) est forcément commutatif. En
effet pour k 6= j, on a :

RkRj(ξI) = r
(j)
ij
Rk(ξI+ej

) = r
(j)
ij
r
(k)
ik
ξI+ej+ek

= RjRk(ξI).
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Afin de simplifier les formules des multi-opérateurs, on posera pour T = (T1, · · ·Tm)
et pour tout couple (α, β) de multi-indices positifs :

(3.4.18)


T (∗α,β) = (T ∗α1

1 T β1

1 , · · · , T ∗αm
m T βm

m ).

T (α,∗β) = (Tα1
1 T ∗β1

1 , · · · , Tαm
m T ∗βm

m ).

Bien évidemment, on a l’égalité T (∗α,0) = T (0,∗α), donc on peut noter ce multi-opérateur
sans ambigüıté simplement T (∗α). De même, on pose T (α) = T (α,0) = T (0,α) (en parti-
culier T (1) = T ). On se donne alors une opération sur les multi-opérateurs : pour T et
R deux multi-opérateurs et pour des multi-indices positifs α, β, δ et ε, on pose :

T (∗α,β)R(∗δ,ε) = (T ∗α1
1 T β1

1 R∗δ11 Rε1
1 , · · · , T ∗αm

m T βm
m R∗δm

m Rεm
m ).

De la même manière, on peut définir T (∗α,β)R(δ,∗ε), T (α,∗β)R(∗δ,ε) et T (α,∗β)R(δ,∗ε).

3.4.18 Théorème : Soient R et S deux multi-shifts à poids sous-normaux vérifiant la
condition (�). Soit T un multi-shift à poids commutatif et sous-normal. Alors pour tout
multi-indice β ≥ 0, les multi-opérateurs R(∗β)S(β)T et TR(∗β)S(β) sont sous-normaux.

Démonstration.
cas 1) Soit W = (R∗β1

1 Sβ1

1 T1, · · · , R∗βm
m Sβm

m Tm), W est un multi-shift à poids :

Wj(ξI) = w
(j)
I ξI+ej

,

où w
(j)
I = t

(j)
I s

(j)
ij+1 · · · s

(j)
ij+βj

r
(j)
ij+1 · · · r

(j)
ij+βj

(bien entendu les lettres désignant les poids

écrits correspondent aux opérateurs R, S et T ). De plus, la commutativité de R, S et
T implique clairement celle de W. Enfin, on notera pour tout multi-indice positif I et
pour j = 1, · · · ,m :

(3.4.19) q
(j)
I = s

(j)
ij+1 × · · · × s

(j)
ij+βj

× r
(j)
ij+1 × · · · × r

(j)
ij+βj

.

Alors q0,1
I est donné par la formule suivante : (toujours si I > 0, sinon il ne faut prendre

que les produits où l’on a ij > 0)

|q(m)
0,···,0|2 × · · · × |q

(m)
0,···,im−1|2 × · · · × |q

(1)
0,i2−1,···,im−1|2 × · · · × |q

(1)
i1−1,···,im−1|2

= |s(m)
1 |2 · · · |s(m)

βm
|2 |r(m)

1 |2 · · · |r(m)
βm
|2

|s(m)
2 |2 · · · |s(m)

βm+1|2 |r(m)
2 |2 · · · |r(m)

βm+1|2
...

...
...

...

|s(m)
im
|2 · · · |s(m)

βm+im−1|2 |r(m)
im
|2 · · · |r(m)

βm+im−1|2
...

...
...

...

|s(1)
1 |2 · · · |s(1)

β1
|2 |r(1)

1 |2 · · · |r(1)
β1
|2

...
...

...
...

|s(1)
i1
|2 · · · |s(1)

β1+i1−1|2 |r(1)
i1
|2 · · · |r(1)

β1+i1−1|2

157



Si on fait le produit colonnes par colonnes, on obtient les produits suivants :
(3.4.20)

s0,e1

(i1+1)e1
· · · s0,em

(im+1)em

s0,1
1

× · · · ×
s0,e1

(i1+β1)e1
· · · s0,em

(im+βm)em

s0,e1

β1
· · · s0,em

βm

×
r0,e1

(i1+1)e1
· · · r0,em

(im+1)em

r0,1
1

× · · ·

×
r0,e1

(i1+β1)e1
· · · r0,em

(im+βm)em

r0,e1

β1
· · · r0,em

βm

Ceci n’est rien d’autre que :

(3.4.21)
s0,1

I+1

s0,1
1

× · · · ×
s0,1

I+β

s0,e1

β1
· · · s0,em

βm

×
r0,1
I+1

r0,1
1

× · · · ×
r0,1
I+β

r0,e1

β1
· · · r0,em

βm

.

Comme R et S sont tous les deux des multi-shifts sous-normaux, les multi-suites(s0,1
I+1

s0,1
1

)
I≥0

, · · · ,
( s0,1

I+β

s0,e1

β1
· · · s0,em

βm

)
I≥0

,
(r0,1

I+1

r0,1
1

)
I≥0

, · · · ,
( r0,1

I+β

r0,e1

β1
· · · r0,em

βm

)
I≥0

sont toutes des

multi-suites de moments de Stieltjes (voir le théorème 3.3.2 et la remarque 3.4.4
(1)). On applique alors la propriété du produit de Schur sur les suites de moments
de Stieltjes pour conclure que (q0,1

I )I≥0 est une suite de moments de Stieltjes.
Toujours par un procédé identique, on obtient qu’il en est de même pour (w0,1

I )I≥0

et donc le multi-opérateur W = (R∗β1

1 Sβ1

1 T1, · · · , R∗βm
m Sβm

m Tm) est un multi-shift sous-
normal.

cas 2) Supposons maintenant que W = (T1R
∗β1

1 Sβ1

1 , · · · , TmR
∗βm
m Sβm

m ), W est un
multi-shift à poids commutatif. Dans ce cas-ci, ces derniers valent :

(3.4.22) w
(j)
I = s

(j)
ij
· · · s(j)

ij+βj−1r
(j)
ij+βj−1 · · · r

(j)
ij
t
(j)
I .

Quite à translater d’un indice, on est dans le premier cas.

3.4.19 Corollaire : Soient R et S deux multi-shifts à poids sous-normaux (sur
un espace de Hilbert H) vérifiant la condition (�). Soit T un α-multi-shift à poids
commutatif et sous-normal sur le même espace H. Alors pour tout multi-indice positif
β, les multi-opérateurs R(∗αβ)S(αβ)T et TR(∗αβ)S(αβ) sont sous-normaux.

Démonstration.
Soit Hδ l’espace de Hilbert engendré par les vecteurs (ξδ+Mα)M≥0 (δ < α). On note
par Rδ, Sδ et Tδ les restrictions de R(αβ), S(αβ) et T (αβ) respectivement à Hδ. On a :

(3.4.23) R(αβ) =
⊕

0≤δ<α

Rδ, S(αβ) =
⊕

0≤δ<α

Sδ, T (αβ) =
⊕

0≤δ<α

Tδ.

R(α) et S(α) sont des α-multi-shifts, on utilise la même décomposition :

R(α) =
⊕

0≤δ<α

R̃δ et S(α) =
⊕

0≤δ<α

S̃δ.

De plus, les (R̃δ)δ et les (S̃δ)δ sont des 1-multi-shifts. On a également :

R̃
(β)
δ = Rδ et S̃

(β)
δ = Sδ.
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Donc, on obtient l’égalité suivante :

(3.4.24) R(∗αβ)S(αβ)T =
⊕

0≤δ<α

R̃
(∗β)
δ S̃

(β)
δ Tδ.

Puis, on applique le théorème précédent 3.4.18 à chaque R̃
(∗β)
δ S̃

(β)
δ Tδ pour obtenir

la sous-normalité de ces multi-opérateurs (le fait que R et S vérifient la condition
(�) implique qu’il en est de même pour leurs restrictions aux espaces Hδ). Enfin, on
conclut sur la sous-normalité de R(∗αβ)S(αβ)T en utilisant la proposition 3.4.15. C’est
la même méthode pour les multi-opérateurs de la forme TR(∗αβ)S(αβ).

Ce corollaire 3.4.19 peut, en fait, être vu comme une version multi-opératorielle
du théorème 1 de [St-Sz4]. Il n’est pas possible d’obtenir les quatre types d’opérateurs
(de l’énoncé du théorème 1 de [St-Sz4]) dans le cas multi-dimensionnel à cause de
problèmes de commutativité.

3.4.20 Corollaire : Soient α, β et et δ des multi-indices plus grand que 1 tels que
chaque δi divise βi (i = 1, · · · ,m). Si R et S sont des α-multi-shifts à poids sous-
normaux vérifiant (�), et si T est un α-multi-shift à poids commutatif et sous-normal,
les multi-opérateurs R(∗β)S(β)T (δ) et T (δ)R(∗β)S(β) sont sous-normaux également.

Démonstration.
On raisonne comme dans le corollaire précédent, soient Hε les espaces de Hilbert
engendrés par les vecteurs (ξε+Mα)M≥0 respectivement (0 ≤ ε < α). On note par Rε,
Sε et Tε les restrictions de R, S et T respectivement à Hε. Ces restrictions sont des
multi-shifts à poids. A nouveau, on a une représentation de la forme :

(3.4.25) R =
⊕

0≤ε<α

Rε, S =
⊕

0≤ε<α

Sε, T =
⊕

0≤ε<α

Tε.

Dans ces conditions, sur Hε, Rε et Sε sont des multi-shifts à poids et T
(δ)
ε est un

δ-multi-shift à poids. Et on a les décompositions suivantes :

(3.4.26)


R(∗β)S(β)T (δ) =

⊕
0≤ε<α

R(∗β)
ε S(β)

ε T (δ)
ε

T (δ)R(∗β)S(β) =
⊕

0≤ε<α

T (δ)
ε R(∗β)

ε S(β)
ε

La condition (�) demandée dans l’hypothèse nous permet alors d’appliquer le corollaire
précédent 3.4.19, d’autant plus que l’on a supposé que chaque δi divisait βi (i =
1, · · · ,m). Enfin, on applique la proposition 3.4.15.

Ce résultat peut être vu comme une version multi-opératorielle du corollaire 1 de
[St-Sz4].

Nous allons maintenant donner un exemple concret sur lequel tous ces résultats
s’appliquent, c’est à dire un exemple de multi-shift à poids unilatéral qui vérifie la
condition (�).
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3.4.21 Exemple : On reprend l’exemple (le multi-shift de Création) 3.3.13. On a
déjà remarqué que ce multi-opérateur était sous-normal. On peut en donner une autre
démonstration. on commence par rappeler que cet opérateur est en fait un multi-shift
à poids. Par les égalités 3.3.30, on obtient :

(3.4.27) ||ANf0||2 = ||
(−1√

2

)|N |
fN ||2 = p1! · · · pm!

√
π

m
.

Or nous avons déjà remarqué que la multi-suite (p1! · · · pm!
√
π

m
)p1,···,pm≥0 était une

multi-suite de moments de Stieltjes grâce à la représentation 3.3.32. Et donc le
multi-opérateur A est sous-normal par le théorème 3.4.3. De plus, comme

Aj(fP ) = (−1/
√

2)fP+ej
,

le multi-opérateur A vérifie bien la condition (�) et donc on peut lui appliquer le
théorème 3.4.18. Ceci implique que les multi-opérateurs A(∗β,β+1) et AA(∗β,β) sont
sous-normaux (où les notations sont celles donnés par les formules (3.4.18) de la
définition 3.4.17), pour tout multi-indice positif β. Enfin, le corollaire 3.4.19 nous
permet d’affirmer que les multi-opérateurs A(∗αβ,αβ)A(α) et A(α)A(∗αβ,αβ) sont sous-
normaux également, pour tout multi-indice positif β.
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Partie III.5 Notions de minimalité d’extensions nor-
males et relations spectrales

Dans la partie III-3, nous avons donné plusieurs critères de sous-normalité pour
des multi-opérateurs non bornés. Après avoir utilisé ces critères pour les multi-shifts à
poids, on va donner deux notions de minimalité (qui cöıncident dans le cas borné mais
pas dans le cas non borné, voir [St-Sz3] pour des exemples prouvant la différence). On
montre, en particulier, que l’extension créée pour donner un critère de sous-normalité
jointe au théorème 3.3.2 (ainsi qu’au corollaire 3.3.4) peut être vue comme minimale
dans un certain sens. Dans toute cette partie, S = (S1, ..., Sm) sera un multi-opérateur
permutable sur un espace de Hilbert H (pour la définition de permutable, on peut se
référer à l’article [Io-Vas]).

Soit K un espace de Hilbert et soit N un opérateur normal de mesure spectrale
E. Soit M est un sous-espace vectoriel fermé de K. Alors on a l’équivalence (voir
le théorème 13.33 de [Ru] ou l’exercice 3 p.1257 de [Du-Schw]) entre le fait que la
projection orthogonale PM de K sur M vérifie :

(3.5.1) PMN ⊂ NPM,

et le fait que la mesure spectrale commute avec cette projection orthogonale, ce qui
revient à dire que l’on a :

(3.5.2) PME(τ) = E(τ)PM, ∀τ ∈ Bor(C).

Si M vérifie l’une de ces conditions, il sera appelé « espace réduisant » l’opérateur N.

3.5.1 Définitions : Soit S = (S1, · · · , Sm) un multi-opérateur sous-normal dans H et
soit N = (N1, · · · , Nm) une extension normale de S (définie dans l’espace de Hilbert
KN) ; N sera dite minimale de type spectral si le seul sous-espace fermé (contenant H)
de KN réduisant chaque Ni est KN lui-même.

Si T est une autre extension normale de S, on dira que N et T sont deux extensions
équivalentes modulo H et on notera N ≈ T mod(H) s’il existe une famille (U1, · · · , Um)
commutative d’opérateurs unitaires de KT dans KN telle que l’on ait :

(3.5.3)


Uix = x, ∀x ∈ H.

UiTi = NiUi.

Si on a U1 = · · · = Um = U, on dira que les multi-opérateurs N et T sont égaux modulo
H (on notera N = T mod(H)).
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3.5.2 Remarque : Soit E la mesure spectrale jointe de l’extension normale N =
(N1, · · · , Nm) de S. Posons :

(3.5.4) H[N ] = V ect{E(σ)f, f ∈ H, σ ∈ Bor(Cm)}.

Alors, on a bien évidemment E(∗)H[N ] ⊂ H[N ]. De plus, si g ⊥ H[N ], et si τ et σ
sont des ensembles boréliens, on obtient pour tout vecteur f de H :

(3.5.5) 〈E(σ)f, E(τ)g〉 = 〈E(τ)E(σ)f, g〉 = 〈E(τ ∩ σ)f, g〉 = 0.

Grâce à l’égalité précédente, on peut montrer que H[N ] réduit le multi-opérateur
normal N. En effet, si Ei est la mesure spectrale de l’opérateur Ni (i = 1, · · · ,m) et si
f = f1 + f2 ∈ H[N ]⊕H[N ]⊥ on a pour tout borélien τ de C :

PH[N ]Ei(τ)f = PH[N ]E(· · ·C× τ × C× · · ·)f

= PH[N ]E(· · ·C× τ × C× · · ·)f1 + PH[N ]E(· · ·C× τ × C× · · ·)f2

= PH[N ]E(· · ·C× τ × C× · · ·)f1

= E(· · ·C× τ × C× · · ·)f1 = Ei(τ)PH[N ]f,

où bien sûr PH[N ] est la projection orthogonale de KN sur H[N ]. Par conséquent, on
en conclut que H[N ] réduit le multi-opérateur N. On définit alors le multi-opérateur
NS = (NS,1, · · · , NS,m) par :

(3.5.6) NS,if = Nif, ∀f ∈ D(NS,i) = D(Ni) ∩H[N ].

On remarque que NS est une extension de S.

3.5.3 Proposition : Soit S un multi-opérateur sous-normal dans un espace de
Hilbert H. Soit N une extension normale de S dans KN ⊃ H. Le multi-opérateur NS

est normal. En particulier, toute extension normale N est minimale de type spectral si
et seulement si elle vérifie :

NS = N.

Ceci implique que l’on ait : (NS)S = NS.

Démonstration.
Soit PN la projection orthogonale de KN sur H[N ]. On vient de remarquer que :

(3.5.7), PNEi(∗) = Ei(∗)PN , i = 1, · · · ,m

où les E1, · · · , Em sont les mesures spectrales associées aux opérateurs normauxN1, · · · , Nm.
On pose alors F (∗) = PNE(∗)|H[N ] qui est une mesure spectrale. De plus, on a :

PN

∫
zidEi(z, z)x = Nix = NS,ix, ∀x ∈ D(Ni) ∩H[N ].

Donc, on obtient :

NS,i =

∫
zidF (z, z),
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ce qui entraine que le multi-opérateur NS est normal (et on a NS,i ⊂ Ni pour i =
1, · · · ,m). Si N est minimal de type spectral, on a par (3.5.7) PN = PKN

. On en
conclut que KN = H[N ], c’est-à-dire que N = NS.

Si M est un espace fermé réduisant N, on a PMEi = EiPM (i = 1, · · · ,m). En
particulier, pour tout vecteur f de H, on a PMEi(∗)f = Ei(∗)f. Donc pour tout
borélien σ de Cm, et pour tout f de H, on a PME(σ)f = E(σ)f, ce qui entraine que
H[N ] ⊂M.

3.5.4 Lemme : Si N = T mod(H), alors pour tout borélien σ de Cm, on a :

ET (σ) = U−1EN(σ)U,

où U = U1 = · · · = Um est donné par (3.5.3).

3.5.5 Proposition : Soit S un multi-opérateur sous-normal dans H. Supposons que
N et T soient deux extensions normales de S, égales modulo H. Alors N est minimale
de type spectral si et seulement si T l’est aussi.

Démonstration.
Il faut et il suffit de montrer, grâce à la proposition 3.5.3, que N = NS si et seulement
si T = TS. Si l’extension N est minimale, on a par (3.5.4) :

(3.5.8) H[N ] = V ect{EN(σ)f, f ∈ H, σ ∈ Bor(Cm)}

et D(Ni) = D(Ni) ∩H[N ]. Mais, on a :

(3.5.9)

H[T ] = V ect{ET (σ)f, f ∈ H, σ ∈ Bor(Cm)}

= V ect{U−1EN(σ)Uf, f ∈ H, σ ∈ Bor(Cm)}

= V ect{U−1EN(σ)f, f ∈ H, σ ∈ Bor(Cm)} = U−1H[N ],

car l’opérateur U−1 est borné inversible. De plus, comme UTi = NiU, on en déduit
D(Ti) = U−1(D(Ni)). On obtient alors :

(3.5.10)

D(Ti) ∩H[T ] = U−1
(
D(Ni)

)
∩ U−1

(
H[N ]

)
= U−1

(
D(Ni) ∩H[N ]

)
= U−1

(
D(Ni)

)
= D(Ti).

Et donc, on obtient que T = TS.

On vient de donner une première définition de minimalité grâce aux projections
spectrales. Il existe une autre méthode (dans le cas borné) pour définir la minimalité
des extensions normales : on prend les itérés de l’adjoint d’une extension normale. Dans
le cas non borné, ces deux notions ne cöıncident pas, comme le prouvent Stochel et
Szafraniec pour le cas d’un seul multi-opérateur (voir dans [St-Sz3] l’exemple 1 et
la remarque en bas de la page 114).
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3.5.6 Définition : Soit S un multi-opérateur de H. Soit D un sous-espace dense d’un
espace de Hilbert H tel que D ⊂ D(S1) ∩ · · · ∩ D(Sm) et tel que D soit invariant
par chaque Sj (j = 1, · · · ,m) et tel que S|D soit sous-normal. Soit N une extension
normale de S|D. On pose :

(3.5.11) HN(N) = V ect
{
N∗αx, x ∈ D, α ≥ 0

}
.

On notera par VN l’espace vectoriel V ect
{
N∗αx, x ∈ D, α ≥ 0

}
. On peut noter que

les propriétés supposées pour D impliquent que D ⊂ D∞(N). En particulier, on peut
bien faire agir les itérés des adjoints (N∗

1 , · · · , N∗
m) sur l’espace vectoriel D puisque :

D(N∗α) = {x tel que

∫
|zα|2〈dE(z, z)x, x〉 <∞} = D(Nα) ⊃ D.

En accord avec la définition donnée par Stochel et Szafraniec pour un seul
opérateur, on définit le multi-opérateur NN = (NN,1, · · · , NN,m) en posant :

(3.5.12) NN,j =
(
Nj|VN

)−
, j = 1, · · · ,m.

En accord avec la dénomination donnée par Stochel et Szafraniec, le multi-
opérateur NN = (NN,1, · · · , NN,m) sera appelé extension Minimale de Type Cyclique
associée à l’extension normale N, ou plus simplement MTC-extension.

3.5.7 Propriété : Soit S|D = (S1|D, · · · , Sm|D) un multi-opérateur sous-normal, où
D est un sous-espace dense invariant par les Si (i = 1, · · · ,m). Supposons que S|D
admette une MTC-extension normale NN associée à une extension normale N de S.
Alors, on a :

HN(N) = HN(NN).

Ceci entrâıne en particulier l’égalité (NN)N = NN.

Démonstration.
On sait que si T est un opérateur normal dans H et si R est une extension normale de
T, on a T ∗ = R∗|D(T ) (voir le lemme 4.2 de [Vas3]). Donc, pour tout x ∈ D ⊂ D(NN,j),
on a N∗α

N x = N∗αx ; ce qui implique le résultat demandé.

3.5.8 Proposition : Soit S|D = (S1|D, · · · , Sm|D) un multi-opérateur sous-normal, où
D est un sous-espace dense invariant par les Si (i = 1, · · · ,m). Alors S admet une
MTC-extension sous-normale.

Démonstration.
Soit N une extension normale de S et soit NN = (NN,1, · · · , NN,m) sa MTC-extension
associée. On a NN,j ⊂ Nj (j = 1, · · · ,m) donc NN est également sous-normal.

3.5.9 Remarque : SoientN
(a)
N etN

(b)
N deuxMTC-extensions associées aux extensions

normales Na et Nb de S|D, respectivement (où D vérifie les conditions de la définition
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3.5.6). Alors, on peut relier N
(a)
N et N

(b)
N . Pour ce faire, on définit l’opérateur U par :

U :


HN(Na) → HN(Nb)

N∗α
a x → N∗α

b x

On peut vérifier que U est une isométrie. En effet, si (xα)α est une multi-suite finie
d’éléments de D, on a :

(3.5.13) ||
∑
α≥0

N∗α
a xα||2 =

∑
α,β≥0

〈N∗α
a xα, N

∗β
a xβ〉 =

∑
α,β≥0

〈Nβ
a xα, N

α
a xβ〉.

On en déduit que cette expression n’est autre que :

(3.5.14)
∑

α,β≥0

〈Sβxα, S
αxβ〉 = ||

∑
α≥0

N∗α
b xα||2,

par un calcul similaire. On prolonge alors U à HN(Na) tout entier par continuité.
On en déduit que U est un opérateur unitaire de HN(Na) sur HN(Nb). Nous allons

maintenant prouver que les deux multi-opérateurs N
(a)
N et N

(b)
N sont égaux modulo H.

On commence par remarquer que U |H est l’identité sur H grâce à la densité de D. Soit
maintenant un vecteur x ∈ D(Na,i) ∩ V ect{N∗α

a xα), α ≥ 0, xα ∈ D}. On a alors :

UNa,ix = UNa,i

∑
α≥0

N∗α
a xα = U

∑
α≥0

N∗α
a Sixα

= U
∑
α≥0

N∗α
a Nb,ixα =

∑
α≥0

N∗α
b Nb,ixα = Nb,iUx.

Maintenant si x ∈ D(Na,i)∩HN(Na), il existe une suite (xn)n dansD(Na,i)∩V ect{N∗α
a xα), α ≥

0, xα ∈ D} telle que xn → x et Na,ixn → Na,ix. Par continuité, on a UNa,ixn →
UNa,ix.Or on vient de prouver que UNa,ixn = Nb,iUxn.Donc les couples (Uxn, Nb,iUxn)n

sont dans le graphe de l’opérateur Nb,i et convergent vers (Ux, UNa,ix). Comme cet
opérateur est fermé, il en découle que Ux ∈ D(Nb,i) et UNa,ix = Nb,iUx, ce qui n’est
autre que l’inclusion UNa,i ⊂ Nb,iU. Pour l’inclusion inverse, c’est exactement la même
technique qui s’applique.

On en déduit que deux MTC-extensions (sous-normales) d’un multi-opérateur S|D
sont égales modulo H.

3.5.10 Théorème : Soit S|D = (S1|D, · · · , Sm|D) un multi-opérateur sous-normal,
où D est un sous-espace dense invariant par les Si (i = 1, · · · ,m). Supposons que
S|D admette une MTC-extension normale. Alors toute extension normale de S|D est
minimale de type spectral si et seulement si elle l’est de type cyclique.

Démonstration.
Soit NN une MTC-extension de S|D dans HN(N) associée à l’extension normale N.
Montrons que cette extension est minimale de type cyclique. Par la remarque 3.5.9,
on sait que deux MTC-extensions sont égales modulo H. Donc si l’une est normale
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l’autre l’est également. Il s’en suit que NN est un multi-opérateur normal. Soit E la
mesure spectrale de ce multi-opérateur et soit (NN)S son extension minimale de type
spectral associée. Grâce à la proposition 3.5.7, on sait que HN(N) = HN(NN). On a
l’inclusion :

H[NN] ⊂ D(NN) ⊂ HN(N).

En effet,H[NN] est engendré par les vecteurs de la forme E(∗)f avec f ∈ H et commeD
est dense dans H et que E(∗) sont des projections, on peut trouver une suite de D(NN)
qui converge vers E(∗)f. La seconde inclusion découle directement de la proposition
3.5.7. Soit g ∈ HN(NN) ∩ H[NN]⊥ et soit f ∈ D, on a pour tout ensemble borélien σ
de Cm E(σ)f ∈ H[NN]. Donc, on a 〈E(σ)f, g〉 = 0. Ceci entrâıne :

(3.5.15) 〈N∗α
N f, g〉 = lim

M→∞

∫
∩{|zj |<M}

zαd〈E(z)f, g〉 = 0.

(on peut approximer la fontion z → zα par des fonctions en escalier). Donc g est
orthogonal à l’espace HN(NN) et donc g = 0 par la proposition 3.5.7. Par conséquent,
on a HN(NN) = H[NN], d’où l’égalité NN = (NN)S. Ceci signifie que NN est un multi-
opérateur minimal de type spectral.

Inversement, si T est une extension normale minimale de type spectral, soit TN la
MTC-extension sous-normale associée à T . Alors, par la remarque précédente 3.5.9,
on sait que TN est normal (toutes les MTC-extensions sont égales modulo H et l’une
d’elle est normale par hypothèse). Bien évidemment H ⊂ HN(T ), montrons que HN(T )
réduit T. Soit F la mesure spectrale de T. Alors, on a :

F (τ)
∑
α≥0

T ∗αxα =
∑
α≥0

∫
τ

zαdF (z, z)xα =
∑
α≥0

T ∗αF (τ)xα ∈ HN(T ),

voir [Du-Schw] page 1199, corollaire 7(d). Or on a F (τ)xα ∈ H car H ⊂ HN(T ) et
F (τ) est une projection orthogonale. Si g ⊥ HN(T ), on obtient :

〈
∑
α≥0

T ∗αxα, F (τ)g〉 = 〈
∑
α≥0

T ∗αF (τ)xα, g〉 = 0.

Comme pour la proposition 3.5.3, on en conclut que HN(T ) réduit T. Par minimalité
(de type spectral), on en conclut que HN(T ) = H[TN] et donc T est minimal de type
cyclique.

3.5.11 Corollaire : Soit S|D = (S1|D, · · · , Sm|D) un multi-opérateur sous-normal, où
D est un sous-espace dense invariant par les Si (i = 1, · · · ,m). Si S|D a au moins
une MTC-extension normale, toutes les extensions minimales de type spectrales sont
égales modulo H.

Démonstration.
En effet, dans ces conditions, minimalité de type cyclique et de type spectral cöıncident.
Or nous savons que deux extensions minimales de type cyclique sont égales modulo
H, ce qui prouve le corollaire.
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Toujours en supposant que S|D admette une MTC-extension normale (qui est,
d’après le théorème 3.5.10, minimale de type spectrale) associée à l’opérateur normal
N, on peut donner explicitement l’extension minimale en fonction de la mesure spec-
trale jointe de N. En fait, on montre que cette extension n’est rien d’autre que celle
construite pour donner les conditions de sous-normalité dans la section III-3 (voir le
théorème 3.3.2 et le corollaire 3.3.4).

3.5.12 Proposition : Soit S|D = (S1|D, · · · , Sm|D) un multi-opérateur sous-normal,
où D est un sous-espace dense invariant par les Si (i = 1, · · · ,m). Supposons que S|D
admette une MTC-extension normale associée à un multi-opérateur normal. Alors
l’extension minimale est formée par les fermetures canoniques des multiplications par
z1, · · · , zm dans F ⊗D.

Démonstration.
Si S|D = (S1|D, · · · , Sm|D) est sous-normal, Soit N une extension normale de S. On
note par HA l’adhérence de l’espace vectoriel engendré par les éléments de la forme :

(3.5.16)

∫
Cm

zαzβ

(1 + |z|2)δ
dE(z, z)x, ∀x ∈ D.

Bien évidemmentHN(N) est inclus dansHA. De plus, les fonctions (1+|z|2)−δ sont des
fonctions continues bornées donc elles sont limites uniformes de fonctions en escalier.
Donc les éléments de la forme

∫
Cm

1
(1+|z|2)δ dE(z, z)x (avec x ∈ D) sont dans HN(N) =

H[N ]. On en déduit que :

(3.5.17)

∫
Cm

zαzβ

(1 + |z|2)δ
dE(z, z)x =

∫
Cm

zαzβdE(z, z)

∫
Cm

(1 + |z|2)−δdE(z, z)x,

est dans HN(N) = H[N ] ; ceci revient à dire que HA ⊂ HN(N) = H[N ]. On identifie
enfin

∫
f(z)dE(z, z)x avec f ⊗ x et Nj(1 ⊗ x) = Sjx pour obtenir le résultat désiré

(voir la démonstration du théorème 3.3.2).

Toute la fin de cette partie sera dédiée aux liens qui existent entre le spectre joint
de S et d’une extension minimale de type spectrale (ou de type cyclique). Certaines
affirmations sont évidentes mais afin d’être complet, on les rappellera tout de même.
Pour ce faire, on commence par rappeler quelques définitions.

Spectre ponctuel σp :
On rappelle que λ = (λ1, · · · , λm) ∈ Cm est dite valeur propre de S = (S1, · · · , Sm) s’il
existe un vecteur f (non nul) de H tel que Sif = λif pour tout i dans {1, · · · ,m}.
Notons par σp(S) l’ensemble de toutes les valeurs propres de S (i.e., le spectre ponctuel
de S). Alors, avec les notations précédentes, nous avons de façon triviale :

(3.5.18) σp(S) ⊂ σp(NS) ⊂ σp(N).

Bien sûr, on a également les inclusions σp(S) ⊂ σp(NN) ⊂ σp(N).

3.5.13 Proposition : Soit S un multi-opérateur sous-normal tel que ∩m
i=1D(Si) soit

dense dans H. Soit N une extension normale de S. Si NS est l’extension minimale de
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type spectral associée à N, nous avons :

λ ∈ σp(NS) =⇒ λ ∈ σp(S
∗).

Démonstration.
Supposons que λ /∈ σp(S

∗), on a alors ∩m
i=1Ker(S

∗
i − λi) = {0}. Soit g ∈ ∩n

i=1D(Si).
Si E est la mesure spectrale de NS et P est la projection orthogonale de H[N ] sur H,
bien évidemment, on a :

(3.5.19)

(N∗
S,i − λi)E({λ}) =

∫
Cm

(zi − λi)dE(z, z)

∫
{z=λ}

1dE(z, z)

=

∫
{z=λ}

(zi − λi)dE(z, z) = 0.

Donc, pour tout f ∈ H[N ] et pour tout g ∈ D(Si) (i = 1, · · · ,m), on obtient :

0 = 〈(N∗
S,i − λi)E({λ})f, g〉 = 〈PE({λ})f, (NS,i − λi)g〉 = 〈PE({λ})f, (Si − λi)g〉.

Donc la forme φ(g) = 〈PE({λ})f, (Si − λi)g〉 est continue sur D(Si), ce qui entraine
que PE({λ})f ∈ D(S∗i ) et on a de plus :

〈(S∗i − λi)PE({λ})f, g〉 = 0.

Par densité, on obtient que (S∗i − λi)PE({λ})f est nul. Comme nous avons supposé
que ∩m

i=1Ker(S
∗
i −λi) = {0}, on en déduit que PE({λ})f = 0, pour tout f ∈ H[N ]. En

conclusion, la projection PE({λ}) est nulle. Comme P et E({λ}) sont deux projections
orthogonales, il en découle que E({λ})P = 0. Par conséquent, pour tout f ∈ H, on a :

f = E(Cm)f = E({λ})f + E(Cm − {λ})f = E({λ})Pf + E(Cm − {λ})f,

car H est inclus dans H[N ]. On en déduit que :

(3.5.20) f = E(Cm − {λ})f, ∀f ∈ H,

en particulier H ⊂ E(Cm − {λ})H[N ]. De plus cet espace réduit NS (c’est le même
calcul qu’au (3.5.5)). Par minimalité, on en déduit que E(Cm − {λ})H[N ] = H[N ].
Ceci entrâıne que E({λ}) = 0. Si λ était valeur propre associé au vecteur f 6= 0, on
aurait, pour tout i = 1, · · · ,m, Ei(λi)f = f et donc :

0 = E({λ})f = E1({λ1}) · · ·Em({λm})f = f.

Ceci est impossible, ce qui revient à dire que λ /∈ σp(NS).

Spectre joint d’approximation σπ :
On dira que λ = (λ1, · · · , λm) est dans le spectre joint d’approximation de S (noté
σπ(S)) s’il existe une suite de vecteurs (fp) dans D(S1)∩· · ·∩D(Sm) de normes 1 telle
que :

(3.5.21) ||(Si − λi)fp|| → 0, i = 1, · · · ,m.
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Si N est une extension normale de S, on a ||(Si − λi)fp|| = ||(Ni − λi)fp|| pour tout
entier i = 1, · · · ,m. Donc on a l’inclusion suivante :

(3.5.22) σπ(S) ⊂ σπ(NS) ⊂ σπ(N).

Spectre joint de compression σρ :
On dira que λ = (λ1, · · · , λm) est dans le spectre joint de compression de S (noté
σρ(S)) s’il existe une suite de vecteurs (fp) dans D(S∗1)∩· · ·∩D(S∗m) de normes 1 telle
que :

(3.5.23) ||(Si − λi)
∗fp|| → 0, i = 1, · · · ,m.

En fait, nous avons σρ(S) qui est le conjugué de σπ(S∗). Si N est une extension normale
de S, on a :

(3.5.24) ||(Ni − λi)fp|| = ||(Ni − λi)
∗fp||,

pour tout entier i = 1, · · · ,m. De plus, l’égalité S∗i ⊃ PHN
∗
i |H implique :

(3.5.25) ||(Ni − λi)
∗fp|| ≥ ||(Si − λi)

∗fp||,∀fp ∈ H ∩D(N∗
i ).

Pour les opérateurs normaux, on a :

(3.5.26) σρ(NS) = σπ(NS) et σρ(N) = σπ(N).

Spectre joint de Taylor et de Dash :
Notre but est de donner des relations entre un multi-opérateur sous-normal et son
extension normale. Or, on sait que tout multi-opérateur sous-normal est permutable
(voir [Io-Vas]). Nous utiliserons donc la définition du spectre joint donné dans [Io-Vas]
pour de tels opérateurs (définition qui étend la notion de Taylor, voir [Tay]). Nous
nous limiterons au cas de deux opérateurs. On commence par quelques rappels. On a
la suite :

(3.5.27)
δ0
s,λ δ1

s,λ

0 −→ X0
s −→ X1

s −→ X2
s −→ 0.

où X0
s = D(S1S2) ∩ D(S2S1), X

1
s = D(S2) ⊕ D(S1) et X2

s = H ; et on définit les
opérateurs δ0

s,λ et δ1
s,λ par :

(3.5.28) δ0
s,λ

{
X0

s → X1
s

x 7→ (S1 − λ1)x⊕ (S2 − λ2)x

(3.5.29) δ1
s,λ

{
X1

s → H
x2 ⊕ x1 7→ (S1 − λ1)x1 − (S2 − λ2)x2

On définit alors le spectre de Taylor de S (noté σT (S)) par l’ensemble des couples
(λ1, λ2) dans la sphère de Riemann Ĉ = C ∪ {∞} tels que la suite (3.5.27) ne soit
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pas exacte (voir les notations dans [Io-Vas], en particulier on pose Sj −∞ = I). On
dira, dans ce cas, que l’opérateur (S − λ) est singulier. On rappelle que σT (S) est un
compact dans Ĉ×Ĉ. Enfin, on notera par σC(S) l’ensemble σT (S)∩C2. On definit ρ(S)
comme l’ensemble des couples (λ1, λ2) tels qu’il existe des éléments B1 et B2 bornés
vérifiant BiSj ⊂ SjBi, BiBj = BjBi et :

(3.5.30) B1(S1 − λ1) +B2(S2 − λ2) = I sur D(S1) ∩ D(S2).

Alors, le spectre joint de Dash sera l’ensemble SpD(S) = C × C \ ρ(S) (voir [D],
en fait dans le cas borné, on définit le spectre de Dash comme étant les λ vérifiant
(3.5.30) où les (Bi)i sont dans le bi-commutant de S). Nous avons donné la définition
de SpD(S) dans le cas de bi-opérateurs car plusieurs propriétés seront données pour
des couples d’opérateurs. Mais, bien sûr, on peut donner cette même définition dans
le cas de m-uplet. Une première remarque est que, dans ce cas, SpD(S) ⊂ Cm. Nous
utiliserons une méthode bien connue dans le théorème suivant (voir [Hal2] et [Con]
pour le cas borné ainsi que [MDS] et [St-Sz3] pour l’utilisation de cette méthode dans
le cas non borné) :

3.5.14 Théorème : Soit S|D un multi-opérateur sous-normal tel que D ⊂ ∩m
i=1D(Si)

soit dense dans H et invariant par les Si (i = 1, · · · ,m). Soit N une extension normale
de S. Si NS est l’extension minimale de type spectrale associée à N, nous avons :

SpD(NS) ⊂ SpD(S).

Démonstration.
Montrons que ρ(S) ⊂ ρ(NS). Il suffit de montrer que si 0 ∈ ρ(S) alors 0 ∈ ρ(NS).
Soit ENS

la mesure spectrale associée à l’opérateur normal NS. Il existe des opérateurs
bornés (vérifiant la condition de commutativité) tels que

∑m
i=1BiSi = I sur ∩m

i=1D(Si).
Pour tout couple (h, f) dans KNS

×D, on a :
(3.5.31)

|〈h, f〉| = |〈h, (
∑m

i=1BiSi)
pf〉| = |〈h,

∑
i1,···,ip

Bi1Si1 · · ·BipSipf〉|

= |
∑

i1,···,ip

〈h, Si1 · · ·SipBi1 · · ·Bipf〉| = |
∑

i1,···,ip

〈N∗
S,ip · · ·N

∗
S,i1
h,Bi1 · · ·Bipf〉|

≤
∑

k1+···+km=p

p!

k1! · · · km!
||N∗

S,ip · · ·N
∗
S,i1
h||.||B1||k1 · · · ||Bm||km||f ||.

Soit εi > 0 et soit ∆ε le polydisque de centre 0 et de multi-rayon (ε1, · · · , εm). Si
h ∈ ENS

(∆ε)KNS
, on a :

|〈h, f〉| ≤
∑

k1+···+km=p

p!

k1! · · · km!

[ ∫
|z2k1

1 · · · z2km
m |d〈ENS

(λ)h, h〉
]1/2

||B1||k1 · · · ||Bm||km||f ||.
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Donc, on obtient :

(3.5.32)

|〈h, f〉| ≤
∑

k1+···+km=p

p!

k1! · · · km!
εk1
1 · · · εkm

m ||B1||k1 · · · ||Bm||km||f || ||h||

≤ ||f ||(ε1||B1||+ · · ·+ εm||Bm||)p ||h||.

Il suffit de prendre (ε1, · · · , εm) tel que ε1||B1||+ · · ·+ εm||Bm|| < 1 et on obtient par
passage à la limite sur p que 〈h, f〉 = 0 pour tout h dans ENS

(∆ε)KNS
. Donc, par den-

sité, on a l’inclusion H ⊂ ENS
(Cm\∆ε)KNS

. De plus, il est clair que ENS
(Cm\∆ε)KNS

réduit ENS
. Par minimalité, nous obtenons que ENS

(Cm\∆ε)KNS
= KNS

. Enfin pour
prouver que 0 /∈ SpD(NS), il suffit de construire les opérateurs bornés de l’égalité
(3.5.30). Dans ces conditions, on pose les opérateurs pour tout i = 1, · · · ,m :

(3.5.33) Ci =

∫
Cm\∆ε

zi

|z1|2 + · · ·+ |zm|2
dENS

(z, z).

On vérifie alors que l’on a :

(3.5.34)
m∑

i=1

CiNS,i =
m∑

i=1

∫
Cm\∆ε

zizi

|z1|2 + · · ·+ |zm|2
dENS

(z, z) = ENS
(Cm\∆ε),

qui est l’identité sur KNS
et donc sur H. De plus, on vérifie pour tout couple (i, j) ∈

{1, · · · ,m}2 :

(3.5.35) CiNS,j = NS,jCi =

∫
Cm\∆ε

zizj

|z1|2 + · · ·+ |zm|2
dENS

(z, z).

Enfin pour la continuité des opérateurs (Ci)i=1,···,m :
(3.5.36)

||Ci|| = ||
∫

Cm\∆ε

zi

|z1|2 + · · ·+ |zm|2
dENS

(z, z)|| ≤ ||
∫

Cm\∆ε

1

zi

dENS
(z, z)|| ≤ 1

εi

.

Enfin la commutativité des opérateurs (Ci)i provient directement des propriétes du
calcul fonctionnel.

De la suite exacte (3.5.27), on peut donner les adjoints des opérateurs (3.5.28) et
(3.5.29) :

δ0∗
s,λ

{
D(S∗1)⊕D(S∗2) → H
x1 ⊕ x2 7→ (S1 − λ1)

∗x1 + (S2 − λ2)
∗x2

et

δ1∗
s,λ

{
D(S∗1) ∩ D(S∗2) → H⊕H
x 7→ −(S2 − λ2)

∗x⊕ (S1 − λ1)
∗x

Nous appliquons maintenant une méthode due à F.-H. Vasilescu (dans [Vas]) pour
le cas des opérateurs bornés pour obtenir le lemme suivant :

3.5.15 Lemme : Soit (S1, S2) un bi-opérateur permutable tel que (S − λ) = (S1 −
λ1, S2 − λ2) est non singulier sur H. Alors les opérateurs C = (S1 − λ1)(S1 − λ1)

∗ +
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(S2−λ2)(S2−λ2)
∗ et D = (S1−λ1)

∗(S1−λ1)+(S2−λ2)
∗(S2−λ2) sont des bijections

fermées de D(S1S
∗
1)∩D(S2S

∗
2) sur H (respectivement de D(S∗1S1)∩D(S∗2S2) sur H).

Démonstration.
Il suffit de prouver le lemme pour C. Supposons qu’il existe un x ∈ D(S1S

∗
1)∩D(S2S

∗
2)

tel que Cx = 0. Alors, on obtient :

−(S2 − λ2)
∗x⊕ (S1 − λ1)

∗x ∈ Ker(δ1
s,λ) = Im(δ1∗

s,λ)
⊥.

Mais on a également −(S2−λ2)
∗x⊕ (S1−λ1)

∗x ∈ Im(δ1∗
s,λ). On en déduit que −(S2−

λ2)
∗x⊕ (S1 − λ1)

∗x = 0. Donc, on a :

(3.5.37) (S2 − λ2)
∗x = (S1 − λ1)

∗x = 0.

Ceci implique que x ∈ Ker(δ1∗
s,λ) = Im(δ1

s,λ)
⊥ = {0}, d’où l’injectivité de l’opérateur

C. Supposons maintenant que y ∈ H ; comme

(3.5.38) δ1
s,λ : [D(S2)⊕D(S1)] ∩Ker(δ1

s,λ)
⊥ → H

est un isomorphisme puisque la suite (3.5.27) est exacte, il existe y2 ⊕ y1 tel que
y = δ1

s,λ(y2 ⊕ y1). Comme y2 ⊕ y1 est dans Ker(δ1
s,λ)

⊥ = Im(δ1∗
s,λ), il existe x dans

D(S1S
∗
1) ∩ D(S2S

∗
2) tel que l’on ait :

(3.5.39) y = (S1 − λ1)(S1 − λ1)
∗x+ (S2 − λ2)(S2 − λ2)

∗x = Cx.

Enfin C est fermé car il admet un inverse borné.

3.5.16 Remarque : C et D sont donc deux opérateurs fermés, injectifs et à images
fermées (H tout entier) ; donc C−1 et D−1 existent en tant qu’opérateurs continus sur
H.

3.5.17 Proposition : Si (S1, S2) un bi-opérateur permutable tel que Si(D(Si)) ⊂
D(S∗i ), (i = 1, 2) nous avons l’inclusion suivante :

σπ(S) ∪ σρ(S) ⊂ σC(S).

Démonstration.
Si (λ1, λ2) /∈ σC(S) est un couple de C2. La suite (3.5.27) est exacte. Supposons qu’il
existe une suite (xk)k d’éléments deD(S1)∩D(S2) de normes 1 telle que ||(Si−λi)xk|| →
0 (i = 1, 2). On sait que D est une bijection de D(S∗1S1) ∩ D(S∗2S2) dans H :

(3.5.40)
||(Si − λi)xk||2 = 〈(Si − λi)xk, (Si − λi)xk〉

= 〈(Si − λi)
∗(Si − λi)xk, xk〉.

Donc, ||(S1−λ1)xk||2 + ||(S2−λ2)xk||2 = 〈Dxk, xk〉. Ceci implique que 〈Dxk, xk〉 tend
vers 0. Si on pose xk = D−1yk, on obtient que 〈yk, D

−1yk〉 où D−1 est un opérateur
borné positif. En notant D′ sa racine carrée positive, ||D′yk|| tend vers 0 et donc
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xk = D′(D′yk) tend aussi vers 0 car D′ est continue. Ce qui contredit l’hypothèse (car
||xk|| = 1) et donc (λ1, λ2) /∈ σπ(S).

On utilise le même procédé avec C pour montrer que (λ1, λ2) /∈ σρ(S).

Dans la proposition 3.5.17, on fait l’hypothèse que Si(D(Si)) ⊂ D(S∗i ) (i = 1, 2),
ceci est en particulier vérifié si on prend des opérateurs formellement normaux ayant
un domaine invariant.

De la même manière que l’on définit le spectre joint d’approximation de S, on
définit σ′π(S) s’il existe une suite de vecteurs (fp) dans D(S∗1S1) ∩D(S∗2S2) de normes
1 telle que :

(3.5.41) ||(Si − λi)fp|| → 0, i = 1, 2.

Bien évidemment, nous avons σ′π(S) ⊂ σπ(S).

3.5.18 Proposition : Si (S1, S2) un bi-opérateur permutable, nous avons l’inclusion :

σπ(S) ⊂ SpD(S).

Si de plus le couple (S1, S2) est normal, nous avons également :

SpD(S) ⊂ σ′π(S) ∪ σC(S).

Démonstration.
Soit λ = (λ1, λ2) dans σπ(S) et supposons que λ /∈ SpD(S), soit (xk)k une suite dans
D(S1) ∩ D(S2) telle que chaque vecteur soit de norme 1. Alors, on a :

(3.5.42) ||
2∑

i=1

Bi(Si − λi)xk|| = ||xk|| = 1.

Donc, on obtient la contradiction suivante :

(3.5.43) 1 = ||
2∑

i=1

Bi(Si − λi)xk|| ≤ ||B1||.||(S1 − λ1)xk||+ ||B2||.||(S2 − λ2)xk|| → 0.

Supposons maintenant que le couple (S1, S2) soit normal et que λ = (λ1, λ2) ne soit ni
dans σ′π(S) ni dans σC(S) et montrons que, dans ces conditions, λ ne peut être dans
SpD(S). Si x ∈ D(S∗1S1)∩D(S∗2S2) et s’il vérifie l’égalité

∑2
i=1(Si−λi)

∗(Si−λi)x = 0,
cela implique que ||(S1 − λ1)x||2 + ||(S2 − λ2)x||2 = 0. Donc, on obtient que x ∈
Ker(S1 − λ1) ∩ Ker(S2 − λ2). Ceci implique que x = 0, car si ce n’était pas le cas,
on pourrait poser comme suite xk = x/||x|| et donc λ ∈ σ′π(S) (d’où la contradiction).
Donc l’opérateur D est un opérateur injectif, d’inverse borné par le lemme 3.5.15. Ceci
entrâıne :
(3.5.44)∫

z1 − λ1

|z1 − λ1|2 + |z2 − λ2|2
dE(z)(S1 − λ1) +

∫
z2 − λ2

|z1 − λ1|2 + |z2 − λ2|2
dE(z)(S2 − λ2)

⊂
∫

1dE(z) = I.
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Les opérateurs ainsi définis sont bornés et commutent clairement avec (S1, S2). Pour
la continuité des opérateurs, pour i = 1, 2 :

||
∫

zi − λi

|z1 − λ1|2 + |z2 − λ2|2
dE(z)|| ≤ ||

∫
AM

zi − λi

|z1 − λ1|2 + |z2 − λ2|2
dE(z)||

+ ||
∫

BM

zi − λi

|z1 − λ1|2 + |z2 − λ2|2
dE(z)||,

où les ensembles AM et BM sont respectivement {|z1 − λ1|2 + |z2 − λ2|2 ≤ M} et
{|z1 − λ1|2 + |z2 − λ2|2 ≥M}. Par conséquent, on obtient :

(3.5.45) ||
∫

zi − λi

|z1 − λ1|2 + |z2 − λ2|2
dE(z)|| ≤

√
M ||C−1||+M ′,

où M ′ est une constante provenant du fait que la fonction est bornée sur l’ensemble
d’intégration de la seconde intégrale (C−1 existe en tant qu’opérateur continu d’après
le lemme 3.5.15).
Enfin, la commutativité de ces deux opérateurs bornés est une conséquence directe des
propriétés du calcul fonctionnel.

3.5.19 Théorème : Soit N = (N1, N2) un bi-opérateur normal tel que D(N1)∩D(N2)
soit invariant par les Ni (i = 1, 2). Alors, on a l’inclusion suivante :

σC(N) ⊂ σ′π(N).

Démonstration.
Supposons que λ = (λ1, λ2) ne soit pas dans l’ensemble σ′π(N) et montrons que la suite
(3.5.27) est exacte. Pour tout x ∈ D(N1N2) ∩ D(N2N1), on a :

(3.5.46)
δ1
N,λ ◦ δ0

N,λ(x) = δ1
N,λ((N1 − λ1)x⊕ (N2 − λ2)x)

= (N1 − λ1)(N2 − λ2)x− (N2 − λ2)(N1 − λ1)x = 0.

De plus, si δ0
N,λ n’est pas injectif, il existe un x dans D(N1N2) ∩ D(N2N1)\{0} tel

que (N1 − λ1)x = (N2 − λ2)x = 0. Alors, en utilisant la suite normée et constante
(xk = x/||x||)k qui est dans D(N1) ∩ D(N2) ⊂ D(N1N

∗
1 ) ∩ D(N2N

∗
2 ) par hypothèse

d’invariance, on obtient que λ ∈ σ′π(N).

Maintenant, comme λ /∈ σ′π(N), il n’existe pas de suite (xk) de norme 1 telle
||(N1 − λ1)xk|| → 0 et ||(N2 − λ2)xk|| → 0. Pour alléger les notations, on prendra
λ = 0. Dans ces conditions, pour tout x ∈ D(N∗

1N1) ∩ D(N∗
2N2) de norme 1,

(3.5.47) ||N1x||2 + ||N2x||2 ≥ ε > 0,

(sinon on pourrait construire une suite qui impliquerait que λ ∈ σ′π(N)). Donc pour
tout x ∈ D(N∗

1N1) ∩ D(N∗
2N2), on a :

(3.5.48) ||N1x||2 + ||N2x||2 ≥ ε||x||2 ≥ 0.
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SoitM = N∗
1N1+N

∗
2N2, cet opérateur est auto-adjoint, positif et injectif (par (3.5.48)).

Pour vérifier qu’il est auto-adjoint, on utilise le fait qu’il s’écrive comme somme de deux
opérateurs positifs pour obtenir la représentation :

M =

∫
|z1|2 + |z2|2dE(z, z),

où E est la mesure spectrale du bi-opérateur normal (N1, N2). Comme la fonction
intégrée est réelle, l’opérateur est bien auto-adjoint. Il admet donc un inverse M−1 de
Im(M) sur D(M). Pour tout y ∈ Im(M), on a :

(3.5.49) ||M−1y|| ≤ 1

ε
||y||,

cela provient de l’égalité suivante :

||M−1y|| ||y|| ≥ 〈M−1y, y〉 = ||N1M
−1y||2 + ||N2M

−1y||2 ≥ ε||M−1y||2.

Donc, l’opérateur M−1 est continu sur Im(M), ceci implique que Im(M) est fermé :
en effet, si yk ∈ Im(M) converge vers y, on écrit yk = Mxk avec xk ∈ D(M). on a
xk = M−1yk → M−1y (on note M−1 et son extension par continuité à l’adhérence
de Im(M)). Donc les couples du graphe (xk, yk) convergent vers (M−1y, y) qui est
dans le graphe de M car l’opérateur est fermé (auto-adjoint). En particulier, on a bien
y ∈ Im(M).
Soit maintenant x ∈ Ker(M∗) = Ker(M),

(3.5.50) 0 = 〈N∗
1N1 +N∗

2N2x, x〉 = ||N1x||2 + ||N2x||2.

Donc on a N1x = N2x = 0. On en conclut que x = 0 (en effet si x 6= 0, avec une suite
(xk = x/||x||)k, on aurait 0 ∈ σ′π(N) ; ce qui contredit l’hypothèse faite). Mais alors,
on obtient :

(3.5.51) {0} = Ker(M∗) = (Im(M))⊥.

Donc Im(M) est fermé et dense dans H. Dans ces conditions, pour tout f ∈ H, il
existe un élément x dans D(N∗

1N1) ∩ D(N∗
2N2), tel que :

(3.5.52) f = Mx = N∗
1N1x+N∗

2N2x = N1(N
∗
1x)−N2(−N∗

2x).

En conclusion, f ∈ Im(δ1
N,0). Et par conséquent Im(δ1

N,0) = H. On en conclut que
0 /∈ σC(N), ce qui achève la preuve.

3.5.20 Corollaire : Soit N = (N1, N2) un bi-opérateur normal tel que D(N1)∩D(N2)
soit invariant par les Ni (i = 1, 2). Alors, on a les égalités suivantes :

σ′π(N) = σπ(N) = SpD(N) = σC(N).

Démonstration.
Il suffit d’utiliser toutes les inclusions démontrées précédemment.
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Ce corollaire est une extension du théorème 2 de M. Cho et M. Takaguchi (voir
[C-T], voir également [S-Z]) où l’on montre dans le cas de multi-opérateurs normaux
bornés que le spectre joint de Dash et le spectre joint de Taylor sont les mêmes.
Nous utilisons des méthodes différentes puisqu’ici nous traitons le cas non-borné. En
particulier si N est une extension normale de S, on a les relations suivantes :

(3.5.53) σC(NS) = σ′π(NS) = σπ(NS) = SpD(NS) ⊂ SpD(S).

On peut noter que l’égalité entre plusieurs spectres classiques avec le spectre de Taylor
pour des multi-opérateurs bornés avait déjà été obtenu par E. Albrecht dans [Al1]
et [Al-Fru]. L’égalité entre le spectre de Taylor et le spectre joint d’approximation a
également été prouvée dans [Al2] pour une situation plus générale (mais toujours pour
des familles d’opérateurs bornés).

Spectre continu et spectre résiduel pour des bi-opérateurs permutables.
Notre but de cette partie est de donner une définition et quelques propriétés du spectre
continu et spectre résiduel pour des bi-opérateurs permutables.

3.5.21 Définition : Soit T = (T1, T2) un bi-opérateur permutable. Le spectre continu
(noté σc(T )) sera l’ensemble des λ tels que δ0

N,λ est injectif et Im(δ1
N,λ) est un sous

espace propre et dense dansH. Enfin, on définit le spectre résiduel (noté σr(T )) comme
étant l’ensemble des λ tels que δ0

N,λ est injectif et Im(δ1
N,λ) est un sous-espace non dense

dans H. Dans ces conditions, on vérifie que :

(3.5.54) σ(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ) ∪ σr(T ).

3.5.22 Remarque : Si on a un seul opérateur N, Ker(δ0
N,λ) est non nul si λ est

valeur propre de N. Dans ce même cas, δ1
N,λ = N − λ, donc la définition du spectre

continu et du spectre résiduel correspond à la définition bien connue. Notre définition
étend donc les définitions classiques des différents spectres au cas des bi-opérateurs
permutables.

3.5.23 Lemme : Soit T = (T1, T2) un bi-opérateur tel que chaque composante Ti

(i = 1, 2) soit hyponormale (fermée) à domaine dense. Alors on a

(3.5.55)


D(δ1∗

T ∗,λ)×D(δ1∗
T ∗,λ) ⊂ D(δ1

T ∗,λ)

∀x ∈ D(δ1∗
T ∗,λ), ||δ1

T ∗,λ(x, x)|| ≤ ||δ1∗
T ∗,λ(x)||,

et 
D(δ0

T,λ)×D(δ0
T,λ) ⊂ D(δ0∗

T,λ)

∀x ∈ D(δ0
T,λ), ||δ0∗

T,λ(x⊕ x)|| ≤ ||δ0
T,λ(x)||.

Démonstration.
On a :

(3.5.56) D(δ1∗
T ∗,λ)

2 = D(T ∗∗2 )⊕D(T ∗∗1 ) = D(T2)⊕D(T1) ⊂ D(T ∗2 )⊕D(T ∗1 ) = D(δ1
T ∗,λ).
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De plus, pour tout x ∈ D(δ1∗
T ∗,λ), on a :

(3.5.57)
||δ1

T ∗,λ(x, x)|| ≤ ||(T ∗1 − λ1)x− (T ∗2 − λ2)x|| ≤ ||(T1 − λ1)
∗x||+ ||(T2 − λ2)

∗x||

≤ ||(T1 − λ1)x||+ ||(T2 − λ2)x|| = ||δ1∗
T ∗,λ(x)||.

On a également :
(3.5.58)
D(δ0

T,λ)
2 ⊂ [D(T1T2) ∩ D(T2T1)]

2 ⊂ D(T1)⊕D(T2) ⊂ D(T ∗1 )⊕D(T ∗2 ) = D(δ0∗
T,λ).

De plus, pour tout x ∈ D(δ0
T ∗,λ) :

(3.5.59)

||δ0∗
T,λ(x⊕ x)|| ≤ ||(T1 − λ1)

∗x+ (T2 − λ2)
∗x||

≤ ||(T1 − λ1)
∗x||+ ||(T2 − λ2)

∗x||

≤ ||(T1 − λ1)x||+ ||(T2 − λ2)x|| = ||δ0
T,λ(x)||.

3.5.24 Propriété : Soit T = (T1, T2) un bi-opérateur tel que chaque opérateur Ti

(i = 1, 2) soit hyponormal (et fermé) et tel que D(T1) ∩ D(T2) soit dense dans H et
invariant par chaque Ti. Alors, on a :

σr(T
∗) = ∅.

Démonstration.
Si on a λ ∈ σr(T

∗), on a Ker(δ1∗
T ∗,λ) = Im(δ1

T ∗,λ)
⊥ 6= {0}. Soit x un vecteur non nul de

Ker(δ1∗
T ∗,λ), alors on a x ∈ Ker(δ0

T,λ
) car :

0 = −(T ∗2 − λ2)
∗x⊕ (T ∗1 − λ1)

∗x = −(T ∗∗2 − λ2)x⊕ (T ∗∗1 − λ1)x.

Grâce au lemme précédent, on obtient que (x, x) ∈ Ker(δ0∗
T,λ

). D’où, on obtient l’égalité
suivante :

(3.5.60) (T1 − λ1)
∗x+ (T2 − λ2)

∗x = 0,

ce qui implique également :

(3.5.61) (T ∗1 − λ1)x+ (T ∗2 − λ2)x = 0.

Mais si x ∈ Ker(δ1∗
T ∗,λ), par le lemme précédent on a (x, x) ∈ Ker(δ1

T ∗,λ), et donc on
obtient :

(3.5.62) (T ∗1 − λ1)x− (T ∗2 − λ2)x = 0.
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Grâce aux égalités (3.5.61) et (3.5.62), on obtient que (T ∗1 − λ1)x = (T ∗2 − λ2)x = 0.
Ceci entraine que λ ∈ σp(T

∗), ce qui est impossible puisque nous avions supposé que
λ ∈ σr(T

∗) ; et donc on a bien que :

(3.5.63) σr(T
∗) = ∅.

3.5.25 Remarques
(1) Ceci est valable, en particulier, pour tout opérateur normal (pour leurs adjoints

s’ils commutent entre eux) et pour tout opérateur sous-normal commutatif.
(2) On obtient un résultat de [St-Sz3] sur le spectre résiduel dans le cas d’un seul

opérateur.
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[Al-Fru] Albrecht E. et Frunză Ş., Non-analytic functional calculi in several
variables, Manunscripta math., 18 (1976), 327-336.

[At] Athavale A., On joint hyponormality of operators, Proc. of the Amer. Math.
Soc., 103 n.2 (1988), 417-423.

[At-Ped] Athavale A. et Pedersen S., Moment problems and subnormality, J.
of Math. Analysis and Applications, 146 (1990), 434-441.

[Atz] Atzmon A., A moment problem for positive measures on the unit disc,
Pacific J. Math., 59 (2) (1975), 317-325.

[Be] Berg C., Moment problems and polynomial approximation, preprint (1997).

[BCJ] Berg C., Christensen J.P.R. et Jensen C.U., A Remark on the Mul-
tidimensional Moment Problem, Math. Ann., 243 (1979), 163-169.

[BCR] Berg C., Christensen J.P.R. et Ressel P., « Harmonic analysis on
semigroups ». Springer-Verlag, New-York/Berlin/Heidelberg/Tokyo, 1984.

[Be-Ma] Berg C. et Maserick P.H., Polynomially Positive Definite Sequences,
Math. Ann., 259 (1982), 487-495.

[BoCoRo] Bochnak J., Coste M. et Roy M.M., « Géométrie algébrique ré
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Problème des moments multi-dimensionnel et sous-normalité jointe.

Résumé : On s’intéresse au problème multi-dimensionnel des moments sur des en-
sembles compacts arbitraires ou juste fermés (non bornés) par le biais de méthodes
d’extensions d’opérateurs symétriques. Les résultats obtenus permettent, en autres,
de donner des représentations de polynômes positifs sur des sous-ensembles de Rn.
On donne également des réponses aux versions opératorielles de ces problèmes des
moments. Celles-ci permettent d’obtenir plusieurs critères de sous-normalité jointe
(en particulier pour des multi-opérateurs non bornés à domaine dense invariant) et
d’hyponormalité. Ces critères sont alors appliqués à certains opérateurs particuliers
comme les multi-shifts à poids unilatéraux et bilatéraux. Enfin, on donne deux notions
différentes de minimalité d’extension normale ainsi que des relations spectrales entre
ces extensions et le multi-opérateur sous-normal.

Multi-dimensional moment problem and joint subnormality.

Abstract : We are interested in multi-dimensional moment problem on arbitrary com-
pact sets and unbounded sets via extension methods of symmetric operators. The
results allow us, for example, to obtain representations of polynomials which are non-
negative on subsets of Rn.Moreover, we give solutions of the so-called operator moment
problems. These solutions allow us to give several criterions of joint subnormality (par-
ticularily for unbounded multi-operators) and joint hyponormality. These criterions are
applied to certain classes of operators, as for example unbounded weighted unilateral
and bilateral multi-shifts. At last, we give two notions of minimality of normal exten-
sion for unbounded subnormal multi-operators and some spectral relations between
these kinds of extensions and the subnormal multi-operator.

Mots clés : Moment problem ; unbounded multi-operator ; subnormality ; hyponor-
mality ; weighted shifts ; polynomial representations ; functionnal calculus ; joint spec-
trum.

Classification A.M.S. : 44A60 ; 47A13 ; 47B20 ; 47B25 ; 47A57 ; 47B37 ; 26Cxx.
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