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Introduction

Le terme « Probleme des moments » apparait a la fin du X7.X ieme giscle dans
deux articles de T. STIELTJES (1894 et 1895)! : « We shall give the name moment
problem to the following problem : it is required to find the distribution of positive mass
on the interval [0, c0), given the moments of order k (k = 0,1,2, - -) of distribution » 2.
Quelques années plus tard, H. HAMBURGER * résolut le probléme qui porte maintenant
son nom : trouver une condition nécessaire et suffisante pour 'existence d’une mesure
positive telle que I'on ait la représentation intégrale

+o0

Sk = / ubdo(u), k>0,
—0o

ou (g ) est une suite de réels (ou de complexes) donnée. A cette époque, de nombreuses

avancées sur le probleme des moments furent obtenues par différentes méthodes grace

notemment a P. NEVANLINNA, M. RIESzZ, E. HELLINGER et T. CARLEMAN.

A ce probleme général se sont gréffées des questions annexes, en imposant des
contraintes supplémentaires sur le support de la mesure positive ¢ (I'un des problemes
les plus célébres est peut-étre celui de HAUSDORFF ou 'on demande que le support de
la mesure soit inclus dans le compact [0,1]).

Autant le probleme sur R est bien connu (tout au moins le probleme de I'existence,
pas forcément celui de 'unicité de la mesure de représentation), autant le passage en
plusieurs variables pose de nombreuses interrogations. Le probleme majeur est que
tout polynome positif sur R” (n > 2) ne peut pas s’écrire comme la somme de carrés
de polynémes (fait connu des la fin du X 7.X ieme gizcle et prouvé par HILBERT). Il faut
quand méme attendre la seconde moitié du XX ieme gidcle pour avoir des exemples
concrets de ce phénomene (voir [BCR], [Rob], etc.). Pour trouver des informations sur
le probleme des moments, on peut se plonger dans plusieurs ouvrages faisant référence
en la matiere : [S-T], [Ak-Kr], [Ak], etc. ou par exemple un article de B. SIMON : [Si].

Le but de ce travail est d’apporter quelques réponses au probleme des moments
multi-dimensionnel ainsi qu’a quelques problémes connexes comme la représentation
de polynomes positifs sur des fermés ou la sous-normalité (jointe) pour des familles
d’opérateurs. Ces trois problemes seront traités, dans cet ordre, dans les chapitres I,
IT et III.

Dans un premier temps, dans le chapitre I, nous nous intéresserons au probleme

1. Recherches sur les fractions continues, Ann. Fac. Sci. Toulouse 8 pp.J1-J122, 1894,
Recherches sur les fractions continues, Ann. Fac. Sci. Toulouse 9 pp.A5-A47, 1895.

2. Distribution de masse positive sur [0, 00) signifie fonction non décroissante o (définie sur l’en-
semble des u > 0) telle que pour tout o > 0 et 5 > «, o(5) — o(a) représente la masse de l'intervalle
[a, B).

3. Uber eine Erweiterung des STIELTJESschen Momentenproblems, Math. Ann., 81, 235-319 (1920)
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des moments sur un compact, c’est a dire que ’on imposera que le support de la mesure
soit inclus dans un compact choisi K. Ce probleme est souvent appelé K-probleme des
moments. Le premier a résoudre cette question est G. CASSIER pour des compacts
d’intérieur non-vide : l'idée est basée sur l'introduction de polynomes de la forme
p*(1 — p)? comme dans la résolution du probléme de HAUSDORFF (voir [Cas2]). En
1998 dans [Vas2], F.-H. VASILESCU donne une condition plus explicite pour le cas des
compacts semi-algébriques :

1=

soit un compact K de R™. Sans perte de généralité, on peut supposer que supy(p;) < 1.
On demande également que les (p;); engendrent R[X] en tant qu’algébre. Alors, v =
(Va)aezr (Yo > 0) est une suite de moments sur K si et seulement si la forme linéaire
associée (donnée par t® — v, ) est positive sur ’ensemble :

P (=) (U= po)t, K [; > 0.

Théoréme [Vas2] : Soit (p1,- -, pm) un m-uplet de polynémes de tel que N7 p; *(RY)

Grace a une remarque liant la géométrie du compact K a la positivité des po-
lynomes, nous généralisons les résultats de [Cas2] et [Vas2] au cas des compacts arbi-
traires et on obtient une caractérisation explicite des suites de moments sur un compact
arbitraire K. Cette caractérisation est obtenue au théoréeme 1.1.7 (et nous généralisons
des résultats connus auparavant uniquement pour les compacts convexes, non vide
ou semi-algébriques). Les résultats ainsi énoncés dans le cas réel s’appliquent au cas
complexe grace a des méthodes de complexification (voir par exemple [Pu], [St-Sz5]).
Cette partie a fait I'objet d'une note parue aux Comptes Rendus de I’Académie des
Sciences de Paris en 2000 (voir [De2]).

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous immergeons 1’algebre des polyndmes
dans des algebres de fractions rationnelles pour donner des réponses aux problemes
des moments non bornés (comme celui de STIELTJES et de HAMBURGER, dans le
cas multi-dimensionnel) en utilisant des méthodes parues en 1999 dans un article de
M. PUTINAR et F.-H. VASILESCU ([Pu-Vas2]), méthodes basées sur la construction
d’une famille normale d’opérateurs. L’idée de plonger l'algebre des polynoémes dans
une algebre plus grande est récente. Elle apparait ainsi dans une note au C.R.A.S. en
1991 (voir [Gi-Se]). La différence majeure, dans notre cas, est que nous n’obtenons pas
directement la famille normale. Le fait de généraliser les résultats de [Pu-Vas2] nous
permettra de donner, dans la suite, des résultats de sous-normalité pour des multi-
opérateurs non nécessairement bornés. La méthode est basée sur une construction
classique de I.M. GELFAND et M.A. NAIMARK. Si nous notons par S? le cone positif
engendré par les carrés des polynomes, nous obtenons le résultat suivant (voir aussi le
théoreme 2.5 de [Pu-Vas2|, qui se retrouve avec [, = [1,n|NZy) :

1.2.5 Théoréme : Soit (py,--+,pm) un m-uplet de polynomes de S* C R,[X], sans
aucun zéro dans R™, de la forme :

pit) =1+> 6+ > 1)

kJEIj lELj
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avec [ U---U I, = [1,n]NZ,. Soit ¢ une forme linéaire positive semi-définie sur
Ry telle que les formes {@(rj1%) } e, —myxL, le soient également. Alors ¢ admet une
unique mesure de représentation pi, dont le support est inclus dans N e{1, . myxL; r;ll (RT).
La réciproque est également vraie.

De ce théoreme, nous en déduisons une caractérisation des suites de moments
grace a la forme linéaire associée sur les polynomes. On donne ensuite une version
opératorielle du probleme des moments sur des ensembles semi-algébriques non nécessairement
bornés. Ceci nous permet également de donner des conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu'une multi-suite d’opérateurs auto-adjoints admette une mesure de
représentation positive opératorielle. Nous pouvons noter que cela donne, en parti-
culier, des résultats au probleme (multi-dimensionnel et opératoriel) de HAMBURGER,
de STIELTJES, de HAUSDORFF, etc.

Pour achever ce chapitre, nous donnons quelques éléments sur la détermination de
suites doubles (Z4.5)a,5 de moments par rapport a la famille de fonctions ¢*(1 + t2)74.
Nous obtenons en particulier des transpositions de résultats de B. FUGLEDE (voir
[Fu2|, en 1983) ainsi qu'un pendant & la fonction majorante de Hall-Mergelyan pour
notre famille (voir [Be|, [Koo], etc.).

Dans le deuxieme chapitre de ce travail, nous essayerons de donner des représentations
de polynomes positifs sur des fermés non nécessairement bornés. Comme dans le cha-
pitre précédent, nous nous intéresserons, dans un premier temps, au cas des compacts
arbitraires. Nous commencgons par généraliser des résultats de [Cas2] et [Vas2] au cas
des compacts arbitraires grace a une suite dénombrable de polynomes comme dans le
cas du théoreme 1.1.7. Puis, nous cherchons une représentation en termes de carrés de
polynémes comme dans un article de M. PUTINAR paru en 1993 (voir [Pu2]), ou le
cas des compacts semi-algébriques a été traité :

Théoréme [Pu2] : Soit K un compact semi-algébrique de R™. Soit (p1,- -, pm) une
famille de polynémes telle que K = Nyp; '(R*). Tout polynéme strictement positif sur
K est dans le cone positif Sz + pooS?.

(ot on a 8% = S8* + p1S% + - + pS? et poo est un polynome du type de ceuz qui
apparaissent dans [Cas2] et qui est en particulier strictement positif sur K.)

Nous prouvons, en fait, que ce théoreme peut s’étendre au cas des compacts arbi-
traires quitte a choisir une famille infinie de polynomes.

Enfin dans la section II-2, nous nous intéresserons au cas de polynomes positifs sur
des fermés quelconques de R". En accord avec un théoreme de E. ARTIN répondant au
17*¢™M€ probleme de HILBERT (tout polyndme positif sur R” s’écrit comme somme de
carrés de fractions rationnelles), nous utilisons une algebre de fractions rationnelles Ay
avec des dénominateurs particuliers de la forme 677(t) avec 3 € Z" et 0;(t) = (1+t2)7".
Alors, en utilisant des résultats de [Pu-Vas2], on obtient le théoreme suivant (ainsi
que quelques résultats annexes, voir par exemple le théoreme 2.2.13 ou la proposition
2.2.15; voir aussi le théoreme 4.2 de [Pu-Vas2|) pour des polynomes de multi-degrés
pairs :



2.2.11 Théoréme : Soit (P, -+, Py) un k-uplet de polynomes de multi-degrés pairs
2D+, - -+, 2Dy, respectivement. Supposons que P soit un polynome strictement positif sur
Nk P (R+) \ {0}, de multi-degré 2D. Si P,,---, Py, P sont les polynémes associés a

Py, ---, Py et P, et si ce dernier vérifie P(t) > 0 pour tout t dans Hﬂﬂleﬁ’i_l(RJr) (ot
H est défini au théoréme 2.2.7) alors il existe un multi-indice positif M et un nombre
fini de polynomes a coefficients réels notés {q}ier et {Gii}ic(i, - kyiers tel que :

P(t) = 0()*" (Y 4 (t +ZZP )@ (t)),t € R™, M € Z.

leL i=1 leLl’

(ici les P sont des polynémes associés au P qui se calculent de facon simple et
explicite)

Pour le cas général (des polynomes de multi-degrés quelconques), nous sommes
obligé d’introduire des fractions irrationnelles avec des dénominateurs de la forme
67%(t) = 6=°/2(t). nous obtenons alors une représentation un peu plus compliquée de
la forme (ou les P sont & nouveau des polynomes associés aux polynomes P, en fait
ce sont leurs homogénéisations en chacune de leurs variables; voir aussi le théoreme
4.5 de [Pu-Vas2|) :

2.2.22 Théoréme : Soit (P, -+, P) un k- uplet de polynomes de degrés arbitraires
et soit P un polynome strictement positif sur N*_ P~Y(R,)\ {0}. Soient Py, -- -, Py, P
leurs polynémes homogénes (en chaque variable) associés respectivement. On suppose

que Uon a P(z) > 0 pour tout x non nul dans G N ﬂlepfl(RJr) (ou G est défini dans
le théoreme 2.2.19).

Alors, il existe un multi-indice positif M = (mq,---,my,) et un nombre fini de po-
lynomes a coefficients réels {q, q;ji,ri1,Tiju}, L € L, i€ {l,--- k}, g€ {1,---,n} tels

1
que Uon ait \/1+t2 -+ \/1+12 "P(t) qui sécrive :

Yoatam)+ Y JIa+e Y @it aw)

leL (517"',5n)€{0,1}" 7j=1 lel
k n
S IUDITINCIES SIS DU | ((REE0 LRI
=1 leL i=1 (e1,+en)€{0,1}" j=1 el

pour tout t € R™.

Les deux premieres sections de ce chapitre ont fait 'objet de deux articles, I'un
paru en 2000 dans Journal of mathematical analysis and applications (voir [De]) et
l'autre & paraitre dans la revue Positivity (voir [De3]).

Pour achever ce chapitre, nous décrivons complétement les formes linéaires semi-
définies positives sur l'algebre Ay en termes de « moments avec limite » (voir le
théoreme 2.3.3). De cette décomposition, nous en déduisons une réponse au probleme
tronqué multi-dimensionnel et nous généralisons un résultat de M. RIESZ.
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Dans la troisieme partie de cette these, nous nous occuperons de la sous-normalité
pour des multi-opérateurs. Dans un bref premier paragraphe, nous nous intéresserons
au cas de multi-opérateurs bornés. Dans le cas borné, plusieurs criteres de sous-
normalité existent déja. Pour un seul opérateur, on peut citer ceux de Halmos-Bram
(1950-1955, voir [Hal] et [Br]) ou de M. EMBRY (1973, voir [Emb]). Ces résultats ont
été généralisés par T. ITO (1958, voir [It]) et A. LUBIN (1979, voir [Lub3]) dans le cas
de familles d’opérateurs. Notre but sera de généraliser des résultats de A. LUBIN (voir
[Lub3]) et de F.-H. VASILESCU (voir [Vas2]). De plus, nous obtenons également une
version multi-opératorielle de la caractérisation de sous-normalité de A. ATHAVALE
parue en 1988 dans [At] (voir Théoreme 3.1.4) :

Théoréme [At] : Soit S un opérateur borné sur un espace de HILBERT séparable H.
La famille (I,S,S5%---,SP) est mutuellement hyponormale pour tout indice vérifiant
p > 1 si et seulement si S est sous-normal.

Mais le coeur de ce chapitre (et pour moitié dans cette these) est I'étude de la
sous-normalité (jointe) dans le cas des multi-opérateurs non nécessairement bornés.

Nous commencgons par donner une notion de sous-normalité formelle pour des
multi-opérateurs commutatifs. Puis nous caractérisons les opérateurs a domaine dense
commun et invariant ayant cette propriété grace en particulier au critere de positi-
vité de Ito : voir la proposition 3.2.2. Cette caractérisation est une généralisation du
critere de A. ATHAVALE cité plus haut au cas des multi-opérateurs non-bornés. En-
suite, nous prouvons quelques résultats sur des extensions d’opérateurs commutants
avec des opérateurs sous-normaux non bornés en utilisant des méthodes classiques.

Enfin, dans la section 3 de ce chapitre, nous donnons plusieurs criteres de sous-
normalité pour des multi-opérateurs ayant un sous-espace dense invariant. Le premier
utilise des idées de F.-H. VASILESCU ainsi que les généralisations sur le probleme des
moments que nous avons prouvées dans le premier chapitre :

3.3.2 Théoréme : Soit T = (11, --,T,) un multi-opérateur non nécessairement
borné et soit D C D(Ty) N --- N D(T,) un sous-espace vectoriel, dense dans H et
wwvariant par Ty, ---,T,. Il existe un espace de HILBERT K contenant H et un multi-

opérateur normal N = (Ny,---, N,,) défini dans K tels que l'on ait D C D(Ny)N---N
D(N,,) et Tjx = Nz pour tout élément x dans D et pour tout j dans {1,---,n} si
et seulement si il existe une 3n-suite © = (Oa,p6)apseczy de formes sesquilinéaires
définies sur D x D vérifiant les cing propriétés suivantes :

(1) Bop0(*, %) = (*,%)|pxD.

(2) Ooe,0(z,y) = (I'2,y) pour tout (x,y) € D x D et pour tout j € {1,---,n}.
(3) Oce;0(w,7) = O 00(Tw,2) = |7 z||?, j € {1,---,n}, x € D.

(4) Ouaps = Oapste; T Oate; pre;s4e; Pour tout a, 3,6 € Z1y et pour tout

je{l,---,n}.
(5) © est de type positive.

Parmi les autres criteres, on peut citer une généralisation d’un résultat de J. STOCHEL
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et F.H. SZAFRANIEC (voir [St-Sz2] en 1989) au cas de plusieurs variables (en utilisant
leurs méthodes) :

Théoréme [St-Sz2] : Soit S un multi-opérateur a domaine dense inclus dans un
espace de HILBERT H tel que S(D(S)) C D(S). Alors, lopérateur S est sous-normal
si et seulement st on a limplication suivante :

Si {af,’f est une famille finie de nombres complexes,

(i) STN @I N 20, YA EC, Y2eC,

4,520 p,q20

implique [inéqgalité

(i) SN ali(SHRf, S ) > 0,

,j20 p,q20 k,1>0

ou {fir} est une famille finie d’éléments dans D(S).

De ces criteres théoriques, nous pouvons obtenir plusieurs résultats qui étaient déja
connus pour un seul opérateur. Par exemple, si chaque composante est une bijection
sur un sous-espace dense et si le multi-opérateur est sous-normal, la famille formée par
les inverses de ces opérateurs est encore sous-normale (voir le corollaire 3.3.5). Pour
un seul opérateur, ce résultat a été prouvé par J. STOCHEL et F.H. SZAFRANIEC en
1989 dans [St-Sz2]. Pour terminer cette section, nous donnons plusieurs résultats sur
la juxtaposition de familles d’opérateurs sous-normaux ainsi que sur des opérateurs
ayant des domaines formés par des vecteurs analytiques (dans ce dernier cas, on essaie
de retrouver des résultats de [St-Sz2] pour le cas de familles d’opérateurs.).

Toute la section 4 de ce chapitre sera dédiée aux multi-shifts (unilatéraux ou bi-
latéraux) a poids non nécessairement bornés. Nous utilisons les criteres précédents pour
obtenir des conditions de sous-normalité pour ces opérateurs. C. BERGER énonce le
résultat suivant (voir [Lam]) :

Théoréme (C. Berger) : Soit S un shift a poids avec comme suite de poids (au,)y.
Alors, Uopérateur S est sous-normal si et seulement si il existe une mesure de proba-
bilité sur un intervalle [0, a] tel que, pour tout n :

2 \/a
HW%Hz/ (),
0
ot a = ||S]].

Ce résultat est généralisé en 1977 par A. LUBIN, dans [Lub], au cas des multi-
shifts continus et commutatifs. En 1989, J. STOCHEL et F.H. SZAFRANIEC prouvent
le méme résultat pour un multi-shift & poids non borné (en intégrant sur [0, +o00[).
Le théoreme 3.4.3, nous montre (par des méthodes complétement différentes) que ce
résultat est encore valable pour des multi-shifts a poids non nécessairement bornés
et commutatifs. On obtient en particulier la sous-normalité de 'opérateur de création
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en plusieurs variables. On obtient également des résultats similaires pour des shifts
bilatéraux dans le théoreme 3.4.9. Et comme corollaire plus compréhensif de prime
abord, on a :

3.4.10 Corollaire : Soit H un espace de HILBERT séparable et soit (&, ...i. )iy, imez
une base orthonormale de H. Soit aussi S un multi-shift a poids bilatéral permutable
non nécessairement borné défini sur Vect(&;,.....,.). Alors S est (jointement) sous-
normal si et seulement si il existe une multi-suite de mesures positives a support dans
RY' avec des moments a tous les ordres telles que les deuxr conditions suivantes soient
vérifiées :

(@) 1l = [ dpcle), ¥P = 0.

RT

P+2(K'~K) P
(17) / —————dug(t) = / ———duk(t), pour chaque K et K' vérifiant
rr (1+1)° ro (1+1)°

P+2(K' —K)>0etP>0.

Ensuite, nous utilisons nos criteres de sous-normalité jointe ainsi que des méthodes
de [St-Sz4] (basées sur les produits de SCHUR de multi-suites de moments de STIELTJES)
pour donner des méthodes afin de construire un grand nombre d’exemples de multi-
opérateurs non bornés sous-normaux (voi aussi [St-Sz4]) :

3.4.18 Théoreme : Soient R et S deux multi-shifts a poids sous-normauz vérifiant la
condition (¢). Soit T un multi-shift a poids commutatif et sous-normal. Alors pour tout
multi-indice 3 > 0, les multi-opérateurs RO SPT et TRUD SB) sont sous-normauz.

Enfin, nous terminons ce travail par quelques discussions sur la notion de minimalité
pour ces multi-opérateurs non bornés. On donne la notion de minimalité de type
spectral et de type cyclique, en accord avec les définitions données dans [St-Sz3] pour un
seul opérateur. Ensuite, nous cherchons a relier le spectre de ces extensions minimales
avec le spectre du multi-opérateur sous-normal. Pour ce faire, on utilise le spectre de
Dash (noté Spp) pour prouver (voir aussi [D], [C-T]) :

3.5.14 Théoreme : Soit S un multi-opérateur sous-normal tel que NI, D(S;) soit
dense dans H. Soit N une extension normale de S. Si Ng est l'extension (S,N)-
minimale, nous avons :

SpD(Ns) - SpD(S)

Nous démontrons également que, pour un couple normal formé d’opérateurs non
nécessairement bornés, le spectre joint de TAYLOR et de DASH coincident :

3.5.20 Corollaire : Soit N = (Ny, Ny) un bi-opérateur normal tel que N?_;D(N;)
soit dense dans H et invariant par les N;. Alors, on a les égalités suivantes :

07(N) = 0x(N) = Spp(N) = oc(N).
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Ce corollaire est une extension du théoreme 2 de M. CHO et M. TAKAGUCHI (voir
[C-TY], voir également [S-Z]) ou I'on montre dans le cas de multi-opérateurs normaux
bornés que le spectre joint de Dash et le spectre joint de Taylor sont les mémes. Nous
utilisons des méthodes différentes puisqu’ici nous traitons le cas non-borné.
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Chapitre 1

Probleme multi-dimensionnel des
moments

La difficulté essentielle que 'on rencontre en essayant de résoudre le probleme
des moments dans le cas de plusieurs variables vient, en particulier, du fait que 'on
ne peut pas représenter tout polynome positif comme une somme de carrés de po-
lynémes (voir le lemme 3.1 page 190 dans [BCR], voir également le chapitre II de
[BoCoRo] pour des exemples classiques). On peut pourtant donner une solution dans
le cas ou 'on impose que le support de la mesure a déterminer soit inclus dans un
compact K. Plusieurs contributions donnent des résultats pour des compacts parti-
culiers : G. CASSIER, dans [Cas2| résout le probleme dans le cas ou le compact est
d’intérieur non vide (il s’est également occupé des compacts convexes dans [Cas|), puis
K. SCHMUDGEN et F.-H. VASILESCU, dans respectivement [Sch2] et [Vas2], donnent
une solution dans le cas de compacts semi-algébriques (voir aussi [Pu-Vas] pour une
approche différente).

Partie 1.1 Probleme sur un compact arbitraire

Notre but, ici, est d’adapter des méthodes utilisées par GILLES CASSIER (dans
[Cas2|) et FLORIAN-HORIA VASILESCU (dans [Vas2|) afin de donner une condition
explicite, en termes de positivité, pour qu'une suite soit ou non une suite de moments
sur un compact arbitraire K. Cette partie a fait 'objet d’une note parue aux Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences de Paris en 2000 (voir [De2]). Par commodité pour
les lecteurs, nous donnerons tous les détails des démonstrations méme lorsqu’elles ne
sont que des généralisations simples des résultats des deux auteurs cités précédemment.

1.1.1 Préliminaires :
Soit K un compact arbitraire de R”. On notera pour toute fonction f continue sur cet
ensemble K :

(1.1.1) £l k.0 = sup | f(2)].
teK

Soit P(K') 'ensemble des restrictions des polynémes au compact K. Enfin, soit P, (K)
I'ensemble des éléments de P(K) qui sont positifs ou nuls sur K. Nous commencerons
par un lemme qui caractérise tous les compacts de R”, idée dont parle G. CASSIER
dans [Cas2]. Ce lemme nous permet de relier la géométrie des compacts a la positivité
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de polynomes et donc, en particulier, au probleme des moments. C’est ce qui explique,
d’ailleurs, pourquoi les quatre auteurs précédemment cités utilisaient des compacts
semi-algébriques ou convexes (car tout compact convexe peut s’écrire comme une in-
tersection dénombrable d’images réciproques de polynémes de degré un).

1.1.2 Lemme : Soit K un compact arbitraire de R™. I existe alors une suite de
polynomes (P;);>o (que l'on peut choisir de telle sorte que chacun de leur degré global
soit inférieur ou égal a 2) telle que l'on puisse écrire K sous la forme :

K =[P '(R").

>0

Démonstration.

Soit Q" I'ensemble des multi-points a coefficients dans Q. Comme Q" est dénombrable,
on écrit sous forme d’une suite (a;);>0 'ensemble des éléments de Q" N K¢ (ou K¢
représente le complémentaire de K dans R™). On notera les coordonnées de chaque «;
par (a;1,- -, a;,); cette famille est évidemment dense dans K¢ qui est ouvert. Soit d;
la distance (usuelle) du point a; & K, on a trivialement I'inégalité §; > 0 car K est, en
particulier, un ensemble fermé. On note alors par B; = B(a;, ;) la boule de centre a;
et de rayon ;. On définit alors les polynomes P; par 1’égalité suivante :

(1.1.2) Pi(X) =07 + Xn:(Xk —aip)?

Bien entendu, pour tout entier ¢ positif et pour tout ¢t € K, on a :
Pi(t) = dist(a;, t)? — dist(a;, K)* > 0.

Ceci implique que I'on ait 'inclusion K C Nio P 1 (RT).

Inversement, supposons que t ¢ K. Si t appartient a Q", on peut écrire t = x;,
pour un iy donné positif, et dans ce cas, on obtient que P, (t) = —d;, < 0. Si t €
KN (Q™)¢, on pose € = dist(t, K) > 0, comme Q" est dense dans R", il existe a; tel
que ||la; —t]| < e/3 (ou || *|| est la norme euclidienne sur R™). Donc, pour tout z € K,
on a ||z —t|| <|la; — z|| + ||a; — || et donc on obtient I'inégalité :

llai — 2[[ = ||z = t]] = [la;i — t]] = 2¢/3.

Par conséquent, on en déduit que la distance dist(a;, K) vérifie dist(a;, K) > 2¢/3.
Comme ||a; — t|| < €/3, il s’ensuit que ¢t € B; et Pi(t) < 0. Et finalement, on a
K =ixo P HRY), ce qui achéve la démonstration. u

De plus, on peut noter que la famille (P;);> engendre, en tant qu’algebre, 'ensemble
des polynomes, R[X], tout entier (quitte a rajouter le polynéme constant et égal a 1) :
en effet, fixons un entier 7y, alors P, — P; s’écrit :

(1.1.3) (P = P)(X) =2 > (a0 — aip) X +06; =6+ > al , —ay.

1<k<n 1<k<n

16



On peut alors, grace a la densité des (a;);>0, trouver des (a;); « proches » des droites
passant par a;, et paralleles aux axes. Ceci nous permet de conclure sur le fait que le
déterminant de la matrice [a;x — @i x|1<jk<n €st non nul et donc sur le fait que les
(P;)i>1 sont bien des générateurs de R[X]. Maintenant, on normalise les polynémes P,
sur K en posant :

P, = P/||Pllxee st 1B | k.00 >0
P, =P si non.

Il faut enfin remarquer que ’'égalité suivante est satisfaite :

(1.1.4) K =P '(RY).

i>1

Soit 7 = (7a)a>0 une multi-suite de nombres réels. De maniére classique, on peut
Lo o ) . _
associer a 7 = (Va)a>o0 une forme linéaire L, sur 'espace des polynomes en posant :

(1.1.5) L,(t*) = 70, Vo €Zm

Une premiere remarque triviale est que si vy est une multi-suite de moments sur K, on
aura L.(p) > 0 pour tout p dans P, (K) et L,(1) > 0. En effet, dans ce cas, il existe
une mesure positive y a support inclus dans K telle que 'on ait :

(1.16) L) = [ plt)dn(t) 2 0. ¥p € Py(K).

Etant donné un compact arbitraire K, par le lemme précédent, il existe une suite de
polynémes (P;);>o de R[X] telle que 'on puisse écrire K sous la forme N;>o P! (RT).
Ces polynomes sont déterminés par K. On définit alors « [’ensemble test » 7T suivant :

(1.1.7) T={ I Pr®I-P@, =0, >0} cP(K).

ier,1 fini

Il est clair que si une suite admet une mesure de représentation u, sa forme linéaire
associée sera positive sur 7 (voir (1.1.6)). Le but de cette partie est de montrer que
cette condition est également suffisante pour I'existence d’'une mesure de représentation
a support dans le compact K donné.

1.1.3 Définition : Soit 7(P) 'ensemble des formes linéaires définies sur l’espace des
polynomes, qui valent 1 en 1 et qui sont positives sur I’ensemble test 7. De manieére
évidente, I'ensemble 7(P) est convexe. Nous commencerons par un équivalent au lemme
2.5 de [Vas2| (voir également le lemme 2 de [Cas2]).

1.1.4 Lemme : Pour toute forme linéaire L € w(P) et pour tout polynome p dans
I’ensemble test T, on a la double inégalité suivante :

0<L(p) <1
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Démonstration.
Soit p un polynome dans I'ensemble test 7. On peut écrire p = py---p; (I € ZT) ol
chaque p; est de la forme P; ou 1 — P,. On peut alors utiliser la formule suivante :

(1.1.8) l—p=0—=p)+p(1=p2)+-+p1--p_1(1 —p).

Donc, le polynome 1 — p est dans le cone positif engendré par 7. Nous obtenons alors
que L(1 —p) > 0, ce qui implique que L(p) < 1. Comme 'autre inégalité est évidente,
ceci acheve la démonstration. |

Soit C le cone positif engendré par les éléments de 7. Du lemme précédent, on
peut déduire plusieurs propriétés. Premierement, si p est dans 1’ensemble test, 1 — p
appartient & C; et donc aussi (1 — p)g pour tout ¢ € 7. En particulier, toute forme ¢,
positive sur 'ensemble test 7, est positive sur le cone C, également et donc :

(1.1.9) ¢((1—p)g) >0, ¥(p,q)eT?

Enfin, si on a ¢(1) = 0, la forme est identiquement nulle. En effet si p € 7, on a
¢(p) > 0 mais aussi ¢(1 — p) = ¢(1) — ¢(p) > 0; ceci entraine 1’égalité :

(1.1.10) ¢(p) =0, VpeT.

Puis on conclut sur la nullité de ¢ grace au fait que 7" engendre R[X] en tant qu’espace
vectoriel.

De plus, grace au précédent lemme 1.1.4, on peut identifier 7(P) avec un sous-
ensemble de [0;1]7 qui est compact d’apreés un théoréme classique de TYCHONOFF.
Ceci est possible car l'algebre engendrée par les éléments de (pz‘)izo dans R[X] est
R[X] tout entier. De plus, ce sous-ensemble de [0;1]7 est fermé : soit Ly un point de
la fermeture de 7(P), par passage a la limite, on a Ly(p) > 0 pour tout p € 7 et
Lo(1) = 1. De plus, Lo peut s’étendre par linéarité a R[.X] tout entier. Donc 7(P) est
un compact convexe. De la méme maniere que dans le lemme 3 de [Cas2] et dans le
lemme 2.7 de [Vas2], on peut également montrer que toute forme extrémale de 7(P)

est une forme linéaire multiplicative.

Je tiens, ici, a remercier le Professeur V. MULLER dont les remarques m’ont permis
de donner une démonstration plus limpides du corollaire 1.1.5 suivant.

1.1.5 Corollaire : Soit L une forme linéaire extrémale de w(P). Alors L est multi-
plicative sur R[X].

Démonstration.
Soit p un polynéme fixé dans ’ensemble test 7. Il suffit de prouver que 1’égalité L(pq) =
L(p)L(q) est valable pour tout élément ¢ € 7. En effet, 1'algebre des polynomes est
engendrée par les éléments de 7. On pose ¢ = L(p). On sait par le lemme 1.1.4 que € est
dans [0; 1]. On découpe la démonstration en trois parties suivant les valeurs possibles
de €.
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€ =20 : on définit la forme linéaire Lq par Lo(q) = L(pq) pour tout ¢ € 7 ; puis
on la prolonge par linéarité sur R[X] tout entier. Bien évidemment, cette forme est
positive sur 7 et elle vérifie Ly(1) = 0. Par la remarque précédente (voir (1.1.10)), on
en déduit que Ly est la forme identiquement nulle. Donc, on a :

(1.1.11) L(pg) =0= L(p)L(q), VYqeT.

€ =1 : on utilise le cas précédent. En effet, on définit une forme Ly par Lo(q) =
L((1—=p)q), pour tout élément ¢ € 7. Puis on prolonge par continuité Ly a R[X] tout
entier. On a alors Ly(1) = L(1) — L(p) = 1 — 1 = 0 et Ly est positive sur I’ensemble
7T (grace a (1.1.9)). Donc par la méme remarque que pour le cas d’avant, on obtient
que la forme Ly est identiquement nulle. Ceci entraine que L((1 — p)q) = 0 ou ce qui
revient a dire que :

(1.1.12) L(pq) = L(q) = L(p)L(q), VqeT.

0 < e < 1:on définit deux formes linéaires L; et Ly sur 'espace des polynomes en
posant :

(1.1.13) Li(q) = %L(pq) et Lo(q) = 1—18L((1 ), VgeT.

Il est tres rapide de voir (via (1.1.9)) que ces deux formes sont dans 7(P) (et ne sont
donc pas identiquement nulles puisque L;(1) = Ls(1) = 1). De plus, on peut remarquer
que l'on a I'égalité :

L= ELl + (]_ — S)LQ.

De plus, par notre hypothese d’extrémalité, on en déduit que L; = Lo. Il suffit a
présent de traduire cette égalité :

Li(q) = ﬁL(M) = Lo(q) = 1_;L(p>

En mettant tout au méme dénominateur, on obtient :

L(pq) — L(p)L(pq) = L(p)L(q) — L(p)L(pq), Yq€ T,

ce qui est bien I'égalité :

L((1-p)q), VYqeT.

L(pg) = L(p)L(q), VYqeT.

Comme ceci est vrai pour tout p dans I'ensemble test, la multiplicativité est vraie
pour tout couple dans 7 x 7. Puis on obtient la méme propriété sur R[X] puisque
tout polynome est une combinaison linéaire d’éléments de 7. n

Ce corollaire 1.1.5 nous permet de donner une représentation intégrale pour les

formes linéaires de 7(P). Il suffit de suivre les démonstrations données dans [Cas2] et
[Vas2].
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1.1.6 Proposition : Soit L une forme linéaire incluse dans w(P). Alors, il existe
une unique mesure positive p a support dans K telle que l’on ait :

(1.1.14) L(q) = /I(q(t)du(t), pour tout q € P(K).

Démonstration.
Soit Ly € m(P) une forme extrémale; Ly est multiplicative sur P(K) par le corollaire
1.1.5 et si l'on pose ¢; = Ly(t;), on obtient I'égalité Lo(q) = ¢(c), ot ¢ = (¢1,---,¢y) €
R". Comme Ly(q) € [0,1] pour tout ¢ € T, on a, en particulier, Ly(P;) = P,(c) >
0 (en utilisant la multiplicativité de la forme Ly). On peut donc affirmer que ¢ €
Ni=oP ' (RT) = K. Donc, nous obtenons l'inégalité suivante :

(1.1.15) [ Lo(@)| = la(e)] < [lglloo.rc, Vg € P(K).

Si L € ©(P) est de la forme Z A;Lj ou les L; sont des formes extrémales de m(P),
jed

ou 'ensemble J est fini et ou les nombres (\;);es vérifient 0 < A\; <1 et Zjej Aj=1,

on a la majoration suivante :

(1.1.16) L@ <Y NILi(@)] < D Allalloo.x = llallc,xc, Vo € PEK).

jed jed

Comme 7(P) est un ensemble compact convexe, on peut donc lui appliquer le théoreme
de KREIN-MILMAN. Par conséquent, toute forme linéaire L € 7(P) est dans I'adhérence
de T'ensemble convexe engendré par les points extrémaux. Dans notre cas, cela en-
traine :

(1.1.17) IL(q)] < ||q]|se.kc; YL € 7(P), Vg € P(K).

Grace au fait que 7 engendre P(K) qui lui méme est dense dans l'ensemble des
fonctions continues par le théoreme de WEIERSTRASS, 'inégalité est en fait vraie pour
toute fonction continue sur K. Enfin, par le théoreme de représentation de RIESZ, nous
obtenons l'existence et 'unicité de la mesure p positive telle que l'on ait :

(1.1.18) L(g) = /K o()du(t), Vg € P(K).

1.1.7 Théoréme : Soit v = (Va)a>0 (Y0 > 0) une multi-suite de nombres réels et soit
K un compact arbitraire. Alors v est une multi-suite de moments pour une mesure
positive p, unique et a support dans K, si et seulement si la forme linéaire associée
L., est positive sur I'ensemble T .

Démonstration.
Le fait que la condition de positivité soit nécessaire est évident. Inversement, on pose
L= %L7 qui est dans m(P) et on applique la proposition précédente. [
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Dans le théoreme précédent, on ne donne comme condition sur le support de la
mesure p que le fait d’étre inclus dans le compact K. Pourtant il est quelquefois plus
pratique de pouvoir restreindre le support de cette mesure a un ensemble encore plus
petit. Comme il est précisé dans [Vas2] pour le cas des compacts semi-algébriques,
on peut, par des conditions de positivité supplémentaires, controler le support de la
mesure de représentation .

1.1.8 Corollaire : Soient K et T comme dans le théoréme 1.1.7 et soit v = (Va)a>0
(70 > 0) une multi-suite de moments sur K de mesure de représentation p. S’il existe
des polynomes (1;) e tels que les formes L. (r;*) soient positives pour tout ¢ € T et
pour tout j € J, alors le support de la mesure p vérifie :

(1.1.19) supp(p) C {t € K;r;(t) >0,Vj e J}.

Démonstration.
C’est la méthode utilisée dans la démonstration de [Vas2] qui s’applique : on suppose
premierement que L.(r;) > 0. On pose alors 7,; = L,(t%r;), pour tout & > 0. On
a Y, = Ly(rj) > 0et Ly, (p) = Ly(r;p) > 0 pour tout p € 7. On applique & cette
nouvelle suite le théoreme 1.1.7, pour obtenir une mesure p; vérifiant :

(1.1.20) Ly 0) = [ p(Odns(®) = Ly(rip) = [ rp(e)dte)

pour tout polynome p. Par densité de ces derniers, pour toute fonction continue f sur
K, on obtient :

(1.1.21) [ Fao) = [ s,

Par unicité de la mesure dans le théoreme 1.1.7, on en déduit 1'égalité p; = r;u. Si on
pose A; = {t € K;r;(t) <0}, si u(A;) était strictement positif, on obtiendrait :

(1.1.22) () = [ a0t = [ xa,Ors)dute) <o

(ot x4, est la fonction caractéristique associée a l'ensemble borélien A;) ce qui est
impossible puisque la mesure p; est positive.

Maintenant si L, (r;) = 0, on distingue deux cas : on suppose qu'il existe un g; € 7
tel que L,(rjqg;) > 0. Dans ce cas, quite a rajouter une constante C' a ¢;, on peut
supposer que ¢;(t) > 0, pour tout ¢t € K. En effet, le fait de rajouter une constante C
implique :

Ly (ri(C + q;)) = C Ly(rj) + Ly(rjq;) = Ly(rjq;) > 0,
ce qui ne change pas ’hypothese faite. On applique alors ce qui vient d’étre fait avec
¢; en remarquant que g;(t)r;(t) > 0 est équivalent a r;(¢t) > 0. Enfin, si L,(r;q) =0
pour tout ¢ € 7, on obtient pour toute fonction f continue sur K :

(1.1.23) /Kf(t)rj(t)du(t) 0,
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Ceci revient a dire que 7; est nulle et donc le support de p est dans I'ensemble des
zéros de r;, ce qui prouve en particulier notre inclusion. n

En fait, on peut donner un second corollaire direct du théoreme 1.1.7 ou ’on peut
situer le support de p dans I'image réciproque des zéros de polyndmes en utilisant le
dernier cas de la démonstration précédente :

1.1.9 Corollaire : Soient K et T comme dans le théoréme 1.1.7 et soit v = (Va)a>0
(70 > 0) une multi-suite de moments sur K de mesure de représentation p. S’il existe
des polynomes (r;) e tels que les formes linéaires L. (r;*) soient nulles pour tout ¢ € T
et pour tout 5 € J, alors le support de la mesure p vérifie :

(1.1.24) supp(p) C {t € K;r;(t) =0,Vj € J}.

1.1.10 Remarques :

(1) Evidemment, la construction polynomiale nous donne la solution pour tout
compact, mais sur des cas particuliers simples, il est sans doute plus pratique d’utiliser
d’autres polynomes, par exemple pour les compacts semi-algébriques. Pour de tels
exemples, on peut se référer au travail de F.-H. VASILESCU ([Vas2]) ou les cas de la
sphere de R™ et de [0, 1], en particulier, ont été traités. Le fait d'utiliser des polynomes
plus appropriés rend la condition de positivité beaucoup plus simple. Mais dans ce cas,
si la famille de polynomes n’engendre pas en tant qu’algebre R[X], on peut (et on doit)
rajouter des polynomes de degré 1 qui restent positifs sur notre compact K. En effet
dans ce cas la, on rajoute a notre famille les éléments suivants :

Soient a;(K) = a; = inf{t;, t € K} et b;(K) = b; = sup{t;, t € K} pour tout

1 =1,---,n. On rajoute les fonctions linéaires :
A li—a; .
Pi(t) = 2 si b; # a;
(1.1.25) i
= 0 si non.

(2) En fait, on peut remarquer que la méthode s’applique pour toute famille
dénombrable de polynomes (Q;);>0 & partir du moment ou elle engendre, en tant
qu’algebre, 'espace des polynomes. Il suffit de construire un ensemble test de la méme
maniere que dans (1.1.7). Pour chaque compact, il est alors préférable d’utiliser une fa-
mille adéquate, des que cela est possible. C’est d’ailleurs ce que I'on fait dans I'exemple
qui suit.

1.1.11 Etude d’un exemple :
Pour le cas des compacts semi-algébriques, plusieurs exemples sont cités dans

[Vas2]. En particulier, 'auteur traite le cas du probleme de HAUSDORFF en dimension
n. Afin de ne pas trop compliquer les calculs, nous étudierons un exemple de compact
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non semi-algébrique dans R. Mais, nous donnerons une méthode pour en obtenir en
dimension quelconque. Soit K ’ensemble défini par :

(1.1.26) K ={yu [2% 22,1_1]

Il est évident que K est bien compact. On commence par montrer qu’il n’est pas semi-
algébrique. Pour cela, on raisonne par absurde et on écrit K = N, U; ' (R"), ot les
(Us)1<i<n sont des polynomes. Alors pour tout (j,e) dans Z* x {0; 1}, il existe un i, tel
que U, ((2j +¢)7') = 0. En effet si ce n’était pas le cas, pour tout 7 dans {1,---, N},
U;((27 +¢)~1) > 0. En utilisant la continuité des (U;);, il existerait un n > 0 tel que

(1.1.27) Vie{l,---,N}, Vte[(2j+e)t—n,(2j4+¢) 41, Ult) >0.

On aurait donc B((2j+¢)~!,n) C K, ce qui contredit le fait que (2j+¢)~" est un point
de la frontiere de K. Donc tous les nombres du type 1/j sont racines d’'un nombre fini
de polynomes. Il y a donc forcément I'un d’entre eux qui est nul. En le supprimant
et en réitérant le procédé, on prouve que tous les polynomes (U;); sont nuls; ce qui
signifierait que K = R. Ceci nous donne bien la contradiction. On pourrait prendre la
construction des (F;);>o comme dans le lemme 1.1.2, mais il est plus facile de prendre
les polynémes suivants pour définir le compact K (voir la remarque précédente 1.1.10) :

(1.1.28)

Alors, pour définir 'ensemble « test », on a besoin des polynéomes suivants (qui s’ob-
tiennent par un simple calcul) :

r -

Po(t) = 4¢(1 — t)

1— Pyt) = (1 —2t)2

1.1.29 A 27 +1 1 1 )
(1429 B=241 Lg Ly g
27 —1 27 +1 2)
N 27+ 1 452 - 25 -1 )

On peut vérifier, par exemple, qu’il n’existe pas de mesure positive de représentation
a support dans K pour toute suite commengant par (1,1,2,---) puisque l'on a :

- —10
L(LLQ’...)(l - Pg) - T < O

Enfin, ce qui a été fait dans le cas d’une seule variable peut étre généralisé : il
suffirait de prendre l'origine et des boules fermées de rayons de plus en plus petits
telles qu’il existe une droite passant par l'origine qui coupe une infinité de ces boules
(afin d’étre stur d’avoir un compact qui ne soit pas semi-algébrique).
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1.1.12 Remarque : Nous nous sommes occupés ici du probleme des moments sur
un compact de R™. On aurait pu résoudre le méme probleme dans C". Pour voir
les liens qui existent entre les deux problemes des moments, on peut se référer a
une note de MIHAIL PUTINAR (voir [Pu]) ainsi qu’a un appendice de J. STOCHEL et
F.H. SZAFRANIEC (voir [St-Sz5] de la page 485 a la fin) sur la complexification du
probléeme des moments.
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Partie 1.2 Probleme sur un ensemble semi-algébrique
non-borné

Une réponse au probleme des moments en plusieurs variables sur des ensembles non
bornés a été donnée récemment par MIHAIL PUTINAR et FLORIAN-H. VASILESCU,
dans un article paru dans Annals of Mathematics en 1999. L’idée utilisée (qui apparait
déja dans une publication du second auteur cité ou les problemes de HAMBURGER et
de STIELTJES en plusieurs variables sont traités, voir [Vas3]) est de plonger 1'algebre
des polynomes dans une algebre de fractions rationnelles. Les fractions utilisées sont
celles incluses dans I’ensemble des fonctions du type :

xa

3z e€R", a€Z', meZ,,
(L+ [[z[2)m N "

ot ||*|| est la norme euclidienne classique de R™. On peut remarquer que I'idée d’utiliser
des fractions pour ’étude du probleme des moments multi-dimensionnels apparait déja
dans une note parue en 1991 pour donner une réponse au probleme tronqué (voir [Gi-
Sel).

Dans cette section, nous transcrirons les résultats obtenus par M. PUTINAR et
F.-H. VASILESCU pour le cas d’autres algebres de fractions rationnelles. L’intérét de
ce type de généralisation sera de pouvoir utiliser les résultats ainsi obtenus pour donner
des criteres de sous-normalité pour des multi-opérateurs non bornés (voir en particulier
la troisieme partie de cette these).

Soit (p1,- -+, Pm) € R[X]|™ un m-uplet de polynomes en n variables tel que chacun
d’entre eux reste strictement positif sur R”. On notera par (64,---,0,,) les fonctions
inverses des p; pour tout j = 1,---,m. Enfin, soit Ry 'algebre engendrée par les (6;);
et les éléments de R[X]. Dans cette section, a chaque fois que l'on aura des (n + m)-
uplets o dans R™™™ on les écrira (o', o) avec o/ dans R™ et o dans R™. Dans tout
ce qui suit, on notera par S? I'ensemble des polynomes qui peuvent s’écrire comme
une somme de carrés de polynomes. Comme on travaillera sur des polynomes avec des
nombres différents de variables, afin de simplifier la lecture, nous noterons par R,[X]
I’ensemble des polynomes en p variables. Enfin, on note par 6 la fonction de R™ dans
R™ donnée par :

0(t) = (01(t), - -,0m(t)), VteR"

1.2.1 Lemme : Soit ¥ lapplication de R, ,[t,s] dans Ry définie par ¥(q(t,s)) =
q(t,0(t)) pour tout polynome q € R,n(t,s]. Alors, U est surjective et son noyau est
un 1déal I, engendré par les fonctions suivantes :

(1.2.1) wilt,s) = s;pi(t) =1, j=1,--m.
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Démonstration.
Soit r(t,s) un élément du noyau Ker(¥) de W. Alors, on a :

r(ts) =r(t.s) —r(t.006) = Y pa(t)(s” —6(1)°)

Bez7\{0}

m

= Z(Sj - ej(t))rj(ta S, 8<t))7

Jj=1

ou les r; sont des polynomes de Ry,,4,[X]. On pose alors par «aj le maximum de
I'ensemble {f;/pg # 0} et on définit le polynome 7 par :

n
_ 7]
(1) = [Imstt
=1
Dans ce cas, on a de maniere claire :

1
(1.2.2) T(t)r(t,s) = (s;p;(t) — DriV(t, s).
j=1
Si pour tout j, o est nul, 7(t,s) ne dépend plus que de la variable ¢ et comme
r(t,0(t)) = 0, il s’ensuit que r est le polynéme identiquement nul. Sinon, il existe
un entier ky tel que ay, # 0. Alors, 7 et wy, n’ont pas de zéro en commun, on peut
donc trouver des polynomes 7 et @y, tels que :

TT +wk0u~)k0 =1.

Ceci revient a écrire que, dans tous les cas, on peut trouver des polynémes (@;);—1
tels que 'on ait :

y,m

(1.2.3) TF4 Y widy =1
j=1

Et donc, nous obtenons que r admet la représentaion r77 + ijlj,“’m rw;w;j ; cecl est
équivalent a écrire, en utilisant (1.2.2) :

(1.2.4) = wyrd + 7.
j=1

Inversement si r € Z,,, r s’écrit sous la forme ) "" | rjw; et on obtient :

M

I
A

(1.2.5) r(t,0(t)) = rj(t,e(t))[pj(t)ej(t) - 1] —0.

J

Donc, on a bien I'égalité Ker(¥V) = Z,,. Comme la surjectivité est évidente, on obtient
bien I’égalité voulue. ]
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1.2.2 Notation : Dans tout ce qui suit, nous utiliserons un m-uplet (py,---,py,) de
polynémes de §? C R,,[X] de la forme :

(1.2.6) pit) =1+ > 6+ > rut)

kel leL;
ou 'ensemble [; est inclus dans {1,---,n}, ceci pour tout j = 1,---,m et ot les (1),
sont dans R, [X]. Jusqu’a la fin de cette partie, on notera les p; (j =1,---,m) sous la
forme :
pi(t) = Y aut”,
KeZ?

ot les familles (a;x)x sont finies. Enfin, on notera par (6;); les fonctions inverses
des (p;); pour j = 1,---,m. Soit Ry l'algebre engendrée par les fonctions (6;); et les
éléments de R, [X]. On dira que les ensembles (1;) (j = 1,---,m) vérifient la condition
(1.2.7) si on a I'égalité :

(1.2.7) Lmjfj ={1,---,n}.

Nous commencerons par rappeler deux lemmes clés, dont nous aurons besoin, sur
des opérateurs symétriques qui possedent des fermetures canoniques auto-adjointes (cf.
[Nel] et [Pu-Vas2]). Le lemme suivant correspond au lemme 2.2 de [Pu-Vas2].

1.2.3 Lemme (Putinar-Vasilescu 1999) : Soit H un espace de HILBERT séparable.
Soit A un opérateur positif dont le domaine D(A) est dense dans H et tel que l'on ait
A(D(A)) C D(A). Supposons, de plus, que I + A soit une bijection sur D(A). Alors la
fermeture canonique A de A est un opérateur auto-adjoint.

Le lemme suivant correspond a la proposition 2.1 de [Pu-Vas2] (lemme qui généralise
des résultats de [Nel]).

1.2.4 Lemme (Putinar-Vasilescu 1999) : Soient T}, - - -, T, des opérateurs symétriques
définis sur un espace de HILBERT séparable H. Supposons qu’il existe un sous-espace
vectoriel D dense contenu dans N[y _D(T;T},) tel que les restrictions des opérateurs

Ty, -+, T a cet espace commutent. Supposons de plus que Uopérateur (T2 +---+T2)|D
soit essentiellement auto-adjoint, alors il en est de méme de chaque T} et leurs ferme-
tures canoniques respectives Tl, E ,T_m commutent.

Avant de poursuivre, on va rappeler une transformation due & GELFAND et NAIMARK
sur des formes semi-définies positives (voir [Ge-Na|, [Fu2], [Vas3], [Pu-Vas2], etc).

Soit A une algebre, sur C, de fonctions a valeurs complexes définies sur ’espace
euclidien R"™, vérifiant les propriétés suivantes :

1€ A,
(1.2.8) { Si feA, alors f €A
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Soit A une forme linéaire semi-définie positive sur A dans C, c’est a dire qu’elle vérifie :
(1.2.9) Mff) >0, VfeA

Si la forme A n’est pas identiquement nulle, on a nécessairement A(1) > 0 et on peut
associer a la paire (A, \) un espace préhilbertien. Pour ce faire, il suffit de poser :

(1.2.10) Nz{feA / )\(ff)zo}.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, N est un idéal bilatére. Par conséquent, on peut
définir le quotient A/N qui est un A-module. En fait, on peut attacher a ce quotient
A/N un produit scalaire en posant :

(1.2.11) (f+N,g+N)x=Xfgq), Y(f g)e A%

Pour plus de détails, on peut se référer [Du-Schw|, [Fu2], etc.

1.2.5 Théoréme : Soit (py,--+,pm) un m-uplet de polynémes de S* C R,[X] sans
aucun zéro dans R™ de la forme

pi(t) =1+ > 6+ > rut),

kEIj ZGLJ'

ou les ensembles (1;)j=1....m Vérifient la condition (1.2.7). Soit ¢ une forme linéaire po-
sitive semi-définie sur Ry telle que les formes {d(r;1%) }(j)eq1,.myx L, le soient également.
Alors ¢ admet une unique mesure positive de représentation i, dont le support est in-
clus dans N ne(1,mixL, r;ll (R™). Bien évidemment, la réciproque est également vraie.

Nous suivons la méthode du théoreme 2.5 de [Pu-Vas2]. Nous répétons tous les
détails de la preuve car les variantes utilisées ici par rapport a la démonstration du
théoreme de M. PUTINAR et F.-H. VASILESCU seront utilisées a plusieurs reprises
dans les chapitres suivants. Dans la remarque qui suit, on donne une preuve beaucoup
plus courte et astucieuse qui a été donnée par E. ALBRECHT.

Démonstration.
On va utiliser la transformation de GELFAND et NAIMARK. On définit une forme
sesquilinéaire sur ’algebre Ry en posant :

(1.2.12) (ri,m2)g = B(r172).

On pose ensuite N' = {r € Ry /¢(rF) = 0}. On obtient un produit scalaire sur
Rg/N et on complete ce dernier ensemble pour obtenir un espace de HILBERT H,
qui dépend de notre forme linéaire ¢. On définit alors les opérateurs (A;,);; et T; sur
Ry/N correspondant a la multiplication par les polynomes r;, et ¢; respectivement,
c’est a dire que :

Ai(g+N)=rj g+ N, Yg+ N € Ro/N =D(A;,)
(1.2.13)
Ti(g+N)=tiqg+N, Vg+N € Re/N =D(T}).
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Les opérateurs sont bien définis car N est un Rg-module. Le domaine commun D(A4;;) =
Ry/N des opérateurs A;,; est donc dense dans H, par construction (de méme pour les
Tj). De plus, les opérateurs (A;;, Tk);x forment une famille commutative d’opérateurs
symétriques du fait que les variables utilisées soient réelles :

(1.2.14) (Aj(g+N),qg+ Ny = d(r;99) = (g + N, Aj (g + N))sg,

pour tout couple (g + AN, q+ N) dans (Ry/N)? (c’est exactement la méme égalité qui
s’applique pour les opérateurs 7). On définit maintenant les opérateurs (U;) 1. m €n
posant :

(1.2.15) Uj:ZAJ%,JFZT]? avee D(U;) =Rg/N, j=1,-,m.

leL; kel

Ces opérateurs sont positifs & domaine commun dense. On peut observer que chaque
opérateur I + U; est bijectif sur D(U;) = Rg/N (vu les dénominateurs que l'on a
pris pour nos fractions rationnelles). En effet, pour tout élément p de Ry, il existe un
p'(t) = 0;(t)p(t) de Ry tel que l'on ait :

(1.2.16) T+U(0) =1+ ) i+ Yo' () = p(t)0;(t)p(t) = p(t).

kel; leL;

On ne peut pas alors appliquer directement les résultats de M. PUTINAR et F.-H.
VASILESCU car nous n’obtiendrions pas la commutativité des fermetures canoniques.
Mais, on peut appliquer le lemme 1.2.3 & chaque [I + U;][{ +U;] — I. On en déduit que
chaque opérateur [I + U;][I + U;] — I est essentiellement auto-adjoint pour toutes les

valeurs de i et j dans {1,---,m}? ol la composition des opérateurs peut s’écrire sous
la somme :
(1.2.17)
[I+Uj] [I+Ui] —I= ) TP+ AL+ A+ > T
kel;Ul; leL; leL; kel;lel;
+OY O ARAL Y TRAL ) TRAYL
keL;leL; kel leL; kel;leL;

On peut alors appliquer le lemme 1.2.4 & chaque [I + Uj][I + U;] — I. En appliquant
le procédé a chaque couple (7,7) dans {1,---,m}? on en déduit que les opérateurs

(Aj1)j1 et (Ty)r ont des fermetures canoniques auto-adjointes respectives (A4;;);; et
(Tk )k, et que ces fermetures canoniques commutent. Soit £ la mesure spectrale jointe
de cette famille commutative d’opérateurs auto-adjoints (A;;, T ); k. On définit alors

la mesure positive p en posant :
p(x) = (E(+)(L+N), (1 +N))g.

Comme les ensembles (I, - - -, I,;,) vérifient la condition (1.2.7), on peut trouver ji, - - -, J,
vérifiant ¢ € I;,. Alors, on obtient maintenant :
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aq o759

o) = (" o tyr) = (T{" T 1, 1)y = (T T, "1,1)y

= [ dEO@ N 0N = [ ),

n

Cette égalité est en fait valable sur I'algebre Ry tout entiere. En effet, quel que
soit I'’élément r € Rg/N, on a r(A;;,T),) C r(Aj;,T)) ou les opérateurs r(A;;, Ty)

sont donnés par le calcul fonctionnel du multi-opérateur auto-adjoint commutatif

(A1, Tx)jky @ i 7 est un polynome, cela est évident. Sinon, soit 3 € Z™, on a l'in-

clusion =P(A;;, Ty) C 07P(A;;,Ty) ; ce qui nous donne :
(1.2.18) 0°(A; 1, T) 077 (A, Th) — 07°(A;1,Ti)] =0 sur Ry/N.

Ceci entraine bien que 0°(4;,,T},) C 0°(A,,,Ty.).

Pour 'unicité de la mesure, on utilise la méme démonstration que celle utilisée
dans le théoreme 2.5 de [Pu-Vas2]. Soit p une quelconque mesure de représentation de
¢. Comme pour tout couple (p,q) € R2, on a :

(1.2.19) o(pq) = / _p()a(t)dp(t).

On peut identifier H, avec un sous-espace fermé de £2?(p). Dans ce cas, toute fonction
de I'idéal N est nulle p-presque partout et on obtient les inclusions suivantes :

(1.2.20) Ro C Rg=Hg C L(p).

Soient I, et S; les opérateurs multiplications par 7;; et ¢; respectivement dans I'espace
L?(p). Leurs domaines D(R;;) et D(S;) sont denses car ils contiennent en particulier
I'espace C°(R™) (ensemble des fonctions de classe C'* sur R™ et & support compact)
qui est dense dans £%(p). De plus, puisque les polynomes r;; sont a coefficients réels
tout comme les variables tq,---,t,, on obtient que ces opérateurs sont auto-adjoints
dans £?(p). En particulier, on connait les inclusions A;; C A;; C Ry et T; C T; C ;.
Pour tout v € R*, les opérateurs [A;; + ivl], [R;, + ivl], [T; + ivl] et [S; + ivI] sont
inversibles car A;;, T;, S; et R;,; sont auto-adjoints. Sur le domaine D(A;;), on a :

(R +ivl) (R + ivI) — (A;; +ivl)] = 0.

Ceci entraine que (R;; + ivI)~! envoie D(A;,;) dans lui-méme (et H,4 dans H, par
continuité, bien sir on a la méme relation entre 7; et S;). De plus, on sait :

((Rjy + D)™V = (R, +ivD)*) ' = (R, — ivI) .
((S; +ivD)=1) = ((S; + ivl)*)) = (S; — ivD)~".
Si le couple (f,g) est dans Hg x Hz, on obtient :
([Rjy —ivI]71g, oo = (9: [Rjg + I 7 ) o2y = 0,
([S; — ] g, [le2qo) = (9, [Sj + v f) ez = 0,
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car H, est stable par les opérateurs (R;;+ivl)~" et (S;+ivI)~". On en déduit que H
est stable par (R;;—ivI)™" et (S;—wl)™", ce qui revient & dire que [R;; +ivl] ™|y, =
[Aj + Il et [S; + ivl] 7y, = [T; + ivI]~'. Or ceci nous permet d’affirmer que
I'espace H, est stable par les mesures spectrales E;; et E; des opérateurs R;; et S
respectivement (voir [Du-Schw|, théoreme XI1.2.10). Soit Eg la mesure spectrale de la
famille (S;). Alors pour tout borélien B de R" de la forme B; X - - - X B,,, nous avons :

(1.2.22) Es(B) = E1(By) X -+ X E,(By),

ceci nous prouve que Hy est invariant par EFg. Comme en particulier 1 € Hg, nous
avons xp = Eg(B)1 qui est dans cet espace, ceci pour tout ensemble borélien de
la forme précédente. Mais ces fonctions indicatrices engendrent I'espace £2(p), on en
déduit I'égalité des deux espaces de HILBERT L*(p) et H,. Et donc, on peut conclure
sur 1'égalité des opérateurs T; = S;. De plus, pour tout borélien B, nous avons :

(1223 (B) = (B, D, = (Es(D). Dexy = [ xalthdolt) = p(B).

Ceci prouve bien I'unicité de la mesure.

Nous avons déja prouvé que les opérateurs (A,,);; sont essentiellement auto-adjoints
avec la condition de positivité supplémentaire, cela nous permet de conclure sur le lieu
du support de la mesure : en effet, pour tout couple (j,1), on a prouvé :

Ajp =Ry =1;(S1, -, Sn) =ru(Ty, -, T,).

Donc lopérateur / A = _rjyl(Tl, -+, T,) est un opérateur positif. Soit Fj; la mesure
spectrale de rj;(Ry, - -, R,), son support est inclus dans R*. Mais comme nous avons
I’égalité suivante :

(1.2.24) VB borélien de R,  Fjy(B) = E(r;;'(B)),

le support de la mesure spectrale jointe E est inclus dans r;ll (R™), ceci pour tout
couple (j,!) dans {1,---,n} x L,.

Bien entendu, 'implication inverse est évidente, il suffit d’utiliser la mesure positive
de représentation pour avoir la positivité des différentes formes linéaires. n

Remarque : Preuve rapide donnée par E. ALBRECHT; Nous allons ici uti-
liser directement le théoreme 2.5 de [Pu-Vas2]. On a noté Ry l’algebre engendrée par
les fonctions (0;);=1....m et les polynomes R,,[X], soit B I’algebre engendrée par la frac-
tion rationnelle #; x --- x 6, et R,[X]. On a bien évidemment 'inclusion B C Ry.
Mais l'inclusion inverse est également vérifiée. En effet, si ¢ est un élément de Ry, on
peut toujours multiplier les numérateurs et les dénominateurs des fractions qui inter-
viennent dans la décomposition de g par des p; de telle sorte que chacune des fractions
soit dans B. Donc, on a ’égalité :

B = TRy.

Comme ¢ est semi-définie positive sur Ry, elle 'est sur B. On peut donc appliquer le
théoreme 2.5 de [Pu-Vas2] a B ou le polynéme P est joué par :

P(t) = pi(t) X -+ X pm(t).
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On peut bien lui appliquer ce théoreme car P est de la forme :

P(t)=1+ iti + Z ri(t)?+ S(),
k=1

leLjhj:l’...,m

ol S est une somme de carrés de polynomes. ]

Afin de situer au mieux le support de la mesure associée a une suite de moments,
nous aurons besoin des polynomes (r;;);;. Notons les

(1225) Tj,l(t) = Z rj,l,K tK7 l - L]7 J = 1’ cee M.

Kezn

Nous pouvons utiliser le résultat précédent pour donner une solution au probleme des
moments multi-dimensionnels sur des ensembles non nécessairement bornés.

On rappelle qu'une suite de nombres réels v = (va)aezi (70 > 0) est dite semi-
définie positive si la forme linéaire associée est semi-définie positive sur 'algebre des
polynomes a n variables.

1.2.6 Corollaire : Soit (p1,---,pm) un m-uplet de polynémes dans S* C R, [X] de

la forme :
pit) =1+> 6+ rut)

kEIj lELj

ou les ensembles (1;)j=1,...m vérifient la condition (1.2.7).

Soit v = (’Ya)aezg (70 > 0) une multi-suite de nombres réels. Alors ~y est une multi-
suite de moments, avec une mesure positive de représentation p a support inclus dans
ﬁ(j,l)e{17...7m}ij7’;ll (RT), si et seulement si il existe une multi-suite 5 = ﬁa,ﬁ)aezi,ﬁezz
semi-définie positive sur Rg vérifiant les trois propositions suivantes :

(1) Ya,0 = VYa, Y € 77}

(ZZ) Z a]7K ;}(/Oé-‘rK,/B—‘,—ej — :7047/67 VCM 6 Z:L_, ﬁ 6 ZT ’ ] g 17 .. ’n‘
Kezm

(7i) les multi-suites ( Z Tj7lyK’~}/a+K’5)a€Zi,ﬂ€Z:_ﬂ sont semi-définies positives pour
Kez?
tout couple (j,1) € {1,---,m} x L;.
De plus cette mesure positive est unique si et seulement si il n’existe qu’une seule
extension de v = (70()(16Z1 vérifiant les conditions précédentes.

Démonstration.
Commencons par supposer que la multi-suite v = (%)aem admette une mesure posi-
tive de représentation p. On pose alors :

(1.2.26) Hag = / t0(t)du(t).
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Bien évidemment, ceci implique que la condition (i) est vérifiée. On définit ensuite une
forme linéaire L5 associée a la mesure p sur R, 1, [t, s] en posant :

Ryimlt,s] — C
(1.2.27) L&{ g i

Soit q(t,5) = 3" 4 bapt™s’ un élément de Ry, y[t, 5], alors on a :

5(qq) = La( Zbaﬂt“ szaﬁta %)= D basbacLy (17057

a,B,0,e

= 3 budlie [ £ 00  dutt) = [ latt. o) Pdn(t) > 0

a,B,0,e "

(1.2.28)

Ceci revient a dire que la forme linéaire L5 est semi-définie positive sur Ry. Il ne reste
donc plus qu’a montrer les conditions (i7) et (ii). Pour ce qui est de (iz), on sait que
les fonctions [6;(¢)p,(t) — 1]t*0(t)® sont identiquement nulles. Il en est, donc, de méme
pour leurs intégrales quels que soient o et  multi-indices positifs :

(1.2.29) / 16505 (1) — 1660 dur) = 0.

Ceci se traduit directement par 1’égalité suivante :

(1.2.30) S / FHR ()04 () — / 1200 du(t).

Kezn

En conclusion, nous obtenons que la relation suivante est vérifiée :

(1.2.31) Z 5K Vot K pre; = Va8, VO €LY, B ELY 5 j=1,---,n.
Kezn

Pour la derniere propriété a vérifier, on utilise le fait que l'on controle le support de la
mesure. En effet, puisque le support de la mesure positive est inclus dans ’ensemble
ﬂ(j,l)e{l,...,m}xj;jr;ll(R+), les formes associées aux suites (E:KEZ1 Tj’l7Kf?a+K,ﬁ)a€Z7i’ﬁ€ZT
sont également semi-définies positives pour tout couple (j,1) € {1,---,m} x L;. Cela
revient a prouver que L;;(¢q) > 0 ou L;; est la forme linéaire associée a la multi-suite
> Kezn TilK Vot K,8)aczn pezy- Or, avec les mémes notations que précédemment, on a

pour tout polynéme ¢ de R,,,,,[t, s] :

Lin(qd) = Liu(D bapt®s”> bagt®s?) = Y bagbse Lt s
a,B «a,3,0,e

a,B8,0,e " Kezy
(1.2.32)
— [ st Y bl o)
R" kezn 5,0,

= [ ale) (2. 60) Ptt) > 0.
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Ceci entraine la premiere implication de notre corollaire.

Pour l'implication inverse, on suppose maintenant qu’il existe une multi-suite
Y = (Jo8)aczr pezy qui vérifie les conditions (i), (ii), (iii) et qui est semi-définie
positive sur Ry. On définit alors une forme linéaire A sur Ry, qui a un élément r € Ry
associe Ls(q), ot r et g (¢ € Ry 4 [t, s]) sont reliés par la relation ¢(¢,6(t)) = r(t). Par
le lemme 1.2.1, on sait qu’il existe un isomorphisme :

(1.2.33) Ro = Ryimlt, s]/Z..

Commencons par vérifier que la forme linéaire \ est bien définie. Si ¢; et go sont deux
éléments de R, [t, s] qui satisfont a I’égalité :

(1.2.34) r(t) = qi(t,0(t)) = qa(t, 0(1)),

alors q; — qo est dans l'idéal Z,. Or par le lemme 1.2.1, on connait des générateurs de
cet idéal : si f est dans Z, on peut écrire Ls(f) = > 7%, Ls(fjw;), ot les (f;); sont
des polynomes de R, 1, [t, s]. De plus, on peut calculer la valeur de Ls( f;w;) pour tout
j=1,-m:

(1.2.35)
Li(fiw;) = Lslfi(t,s)s;pi(t) — fi(t.9)] = —=Ls(f;) + > ajrLs[fit, s)s;t"]
Kezn
= aiLi( Y et L YT et
KEZ:{ h=(h',h'")>0 h=(h',h'")>0

= Z cnl Z aj kY + K pr+e; — Y] = 0,
h=(W,h")>0  KEL?
ou bien évidemment, f; = Zh:(h,7h,,)20 et s
On obtient donc que la forme Ly est nulle sur I'idéal Z,. Ceci nous permet d’affirmer
que la forme linéaire A est bien définie. A partir de cette forme, on en définit une
seconde L% par la relation suivante :

{Rn+m[t781/fw — C

Ll
r+7, —  Lz(r),

:9

En utilisant I"isomorphisme (1.2.33), on obtient le diagramme suivant :
A

Ro C

1somorphisme

Ry omlt, s]/Z.

On peut donc identifier A et Liy. Ceci implique que A est une forme linéaire semi-définie
positive puisque L3 T'est.
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De plus, la condition (i7i) implique que les formes de ’énoncé du théoreme 1.2.5
sont bien semi-définies positives aussi. On applique donc le théoreme 1.2.5.

Reste a prouver I’équivalence entre 'unicité du prolongement et celui de la mesure
de représentation. Supposons que 7 soit I'unique prolongement de la multi-suite . On
suppose, de plus, que I'on ait deux mesures positives i’ et " de représentation, alors
on obtiendrait les égalités :

(1.2.36) S = / £40(4) Py (t) = / 00 (1),
Cecl entraine bien évidemment :
(1:2.37) [ o) = [ oo, vpero

Mais comme nous I'a déja remarqué dans le théoreme 1.2.5, Ry est dense dans L£3(y/)
et L2(p"). Ceci entraine 1’égalité entre les deux mesures.

Inversement, supposons que v n’admette qu'une seule mesure de représentation.
On suppose qu'il existe un second prolongement (J,4)as de la multi-suite . Alors,
par la premiere partie de la démonstration de ce corollaire, il existerait deux mesures
positives telles que 'on ait :

(1.2.38) Oap = / 0Py (t) et Fapg = / t20(8) du’ (t).

Comme il a été supposé que la mesure de représentation de v était unique, on a
forcément p/ = p”. Ceci nous donne directement d, 3 = 4,5 pour tout couple (o, )
dans Z'} x Z'!'. On obtient donc bien I'unicité du prolongement de la multi-suite . ®

1.2.7 Remarques : (1) Sil'on fait m = n et si l'on pose p;(t) = 1+t pour tout
j € {1,---,n}, on retrouve le théoreme 2.3 de [Vas3]. Ceci nous permet de répondre
au probleme des moments de HAMBURGER et de STIELTJES en plusieurs variables.

(2) Et si on se place dans le casm = let py(t) = 1+83+- - +12+qf () +- - -+ ¢4 (1),
on obtient le théoreme 2.5 de [Pu-Vas2).

(3) On peut donner un cas particulier plus compréhensible (avec des indexations
moins lourdes!) au corollaire 1.2.6. Supposons que (Aq,---, A,,) soit une partition de
{1,---,n}. On notera par Ba, ... a, l'algebre engendrée par les éléments de la forme :

t* H(l + Z ™ aell, kel
I=1

JEA

Alors le corollaire précédent se traduit par :

Soient Ay, -+, A une partition de {1,---,n}. Soit (x4)a>0 une multi-suite. Alors,
(Ta)az0 est une multi-suite de moments sur R™ si et seulement si il existe une (m+n)-
suite (ja,n)aeli,neZT qui vérifie les deux propriétés suivantes :

(i) Tap=Ta, €L,
(i1) Tow = Tapre + ZjeAl Tatoe,mtpes QELL, weZP, 1=1,---,m,
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et telle que la forme associée a (iaﬁ)aeziﬁem soit semi-définie positive sur [’algebre
BA1,~~~,Ak‘

En particulier, pour I’étude de la sous-normalité, c’est cette version dont on aura besion
car on travaillera sur une algebre de fractions en 2m variables avec des dénominateurs
de la forme 1+ 23 + 32 = 1+ [|2;|]* pour tout j € {1,---,n}.

Dans tout ce qui précede, nous nous sommes occupé du probleme classique des
moments multi-dimensionnel, c’est-a-dire du probleme scalaire. Dans la suite de cette
section, nous nous intéresserons au probleme opératoriel (voir [Vas2] pour le cas borné
et [Vasd4] pour le cas non borné, voir également [Fr2]).

Soit ‘H un espace de HILBERT séparable. Soit D un sous-espace dense de H. On
fixe, comme dans le théoreme précédent 1.2.5, un m-uplet de polynomes (p1,- -+, pm)
de 82 C R, [X]. Alors, on peut donner 1'énoncé d’'un théoréme des moments pour des
formes hermitiennes définies sur cet espace vectoriel D. Nous obtenons ainsi un résultat
généralisant les théoremes 2.4 et 2.9 de [Vas4]. Mais avant cela, on rappellera quelques
définitions.

1.2.8 Définitions : Soit M un espace de fonctions définies dans R"™ inclus dans les
fonctions mesurables. On dit que F' : Bor(R") — L(H) est une mesure opératorielle
positive si F' est une fonction fortement additive dont les valeurs sont des opérateurs
positifs et si F'(R™) est 'identité sur H, notée 5.

Soit A une forme hermitienne définie sur M®D. Alors F' est une mesure de représentation
de A sion a f € L?(F,,) pour tout f € M et pour tout z € D et si :

(1239) A(X7 Y) - Z/fjgdexj,yka
7.k

ceci pour tout couple (X,Y) € M ®D de la forme ), f; ® x; et >, gr @ yy, respecti-
vement. Dans ce cas, la forme A sera appelée forme de moments.

Supposons que l'espace M admette une base algébrique B = (ba)aem (b = 1).
Soit L = (La,g)a,sezr une 2n-suite de formes sesquilinéaires définies sur D (ot Lo est
la restriction du produit scalaire de H a D x D) vérifiant :

(1.2.40) Las(2,y) = Lg.a(y, ©).

Alors on peut associer a la multi-suite L une forme hermitienne Ay, g sur M®@D définie
par : pour tout (X,Y) € M ®D de la forme Zj b @, et Y, by ® yy respectivement,

ALs(X,Y) =" Lagp(wa ys).
a,B

On peut remarquer qu’une telle forme est nécessairement unitale, c’est a dire que I'on
a I’égalité suivante :

(1.2.41) Ars(1®@3,1®7) = Log(z,7) = (z,2) = ||z||*.
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Cela permet de définir une isométrie de D sur 1 ® D qui se prolonge par continuité a
‘H tout entier. Enfin, si M’ est une sous-algebre de 1'algebre de fonctions M telle que
M soit un M’-module (par rapport aux opérations classiques), M ® D est également
un M’-module. Soit A une forme sesquilinéaire sur M ® D, on dira que A\ est M’-
symétrique si I’égalité suivante est vérifiée :

(1.2.42) Mg X,Y) = \X,5.Y), VX,Y e M@D, VYge M.

1.2.9 Définitions : On dira que la multi-suite L est de type positif par rapport a la
base B si la forme hermitienne associée Ay, 5 est semi-définie positive.

Maintenant que I’on a rappelé ces quelques définitions, on peut donner une généralisation
des théoremes 2.2 et 2.8 de [Vasd| qui correspond a la « traduction » en termes de
probleme de moments opératoriels du théoreme 1.2.5. Pour ce faire, nous utiliserons
toujours les notations définies précédemment.

1.2.10 Théoréme : Soit (py, -+, pm) un m-uplet de polynomes de S* C R, [X]| sans
aucun zéro dans R™ de la forme :

pi(t) =1+ > 6+ > rut)

kEIj ZGLJ'

ou les ensembles (I;)j=1..m vérifient la condition (1.2.7) et ou les (rj;);; sont des
polynomes.

Soit ¢ une forme hermitienne positive semi-définie sur Rog®D qui est unitale et Rg-
symétrique. Alors, ¢ est une forme de moments ayant une unique mesure opératorielle
de représentation.

Si, de plus, les formes sequilinéaires {¢(r; %, %) }nec (C C {(4,1) /1 € L;, j =
L,---,m}) vérifient ¢(r;; X, X) > 0 pour tout X € Ro®D, la mesure de représentation
a son support inclus dans N ec r;ll (R™).

Démonstration.

On suit la démonstration du théoreme 1.2.5. On définit I'ensemble NV, = {X € Ry ®
D /| ¢(X,X)=0}. Puis, on complete le quotient Ry@D /N, pour obtenir un espace
de HILBERT H,4. On définit alors les opérateurs (A,;);; et (1), dans H, en posant
D(A;;) = D(Ty) = Rey®D/Ny et o chaque Aj;; et T, correspondent & la multiplication
par les polynémes 7 et t; respectivement. Leur domaine commun Ry®D /N, est donc
un sous-espace dense dans Hg, par construction, et on a :

(1.2.43)

Ag(X +Ny) =rjy X+ Ny, XeRy®D, V(j,1)e{l,---,m} x L;.

Tk(X+N¢):th+N¢, XeRy®D, VeelU---UlI,.

De plus, les opérateurs (A;;, 1)),k forment une famille commutative d’opérateurs
symétriques du fait que les variables utilisées sont réelles. De la méme maniere, les
opérateurs (Uj)j=1,...m, définis par 37, T3 + 37, A%, sur Iespace Ry @ D/Ny,
sont positifs & domaines denses. On peut observer que chaque U; (j = 1,---,m) est

37



bijectif sur D(U;) = Ry ® D/Ny (vu la stabilité de ce dernier par des multiplications
polynomiales). En effet, pour tout élément X de Ry ® D, on obtient :

(Uj(X +Np), X+ N, = D 0(t2.X,X)+ > 6(r},. X, X)
kel; leL;
(1.2.44)
= Z ¢(th, th) + Z Qﬁ(?”j,l.X, TjJ.X) > 0,

kel; leL;

puisque ¢ est Ry-symétrique. De plus, pour tout X € Ry ® D, il existe un élément
X'=46,(t).X de Ry @ D tel que l'on ait :

(1.2.45) T+UIX) =1+ ) G+ Y r})X =pb; X =X.

kel leL;
Puis, on utilise la méme astuce que dans le théoréme 1.2.5. Comme chaque I 4 Uj; est
un opérateur positif et bijectif a domaine dense et que ce domaine est invariant par

Uj, ceci implique que les opérateurs [I + U,-] [I + Uj] — I sont essentiellement auto-

adjoints (pour tout couple (7,7) € {1,---,m}?). En appliquant maintenant le lemme
1.2.4 a chacun de ces opérateurs, nous en déduisons que les opérateurs A;; et T}, sont
de fermetures canoniques A_Jl et Ty, auto-adjointes et que ces fermetures commutent
pour tout j = 1,---,m, pour tout | € L; et pour tout k € I, U---UI,. De plus, par la
condition (1.2.7), les monoémes ¢y, - - - , t, sont dans Uensemble {¢t, / ke LU---Ul,}.
Soit E la mesure spectrale jointe de la famille commutative d’opérateurs auto-adjoints
associée a ces polynomes.

Puisque ¢ est unitale, H peut étre vu comme un sous-espace fermé de Hy : en effet,
on a:

VreD, ¢(1@r1@r)=]|7|]

Donc l'application suivante :

D — H¢

r — 1®x
est une isométrie que 1'on peut prolonger par continuité a H tout entier. Soit Py la
projection orthogonale de H, sur H (voir (1.2.41)). On pose alors :

(1.2.46) F(x) = PuE(*)|x.

Soit 7 € Ry et soit X € Ry ® D, on définit Popérateur R par R(X + Ny) = rX + Nj.
Si r(Ty,---,T,) est donné par le calcul fonctionnel de la famille commutative des
opérateurs auto-adjoints T, - -, Ty, nous avons R C r(11,---,T,) (comme dans le
théoreme 1.2.5). En utilisant I'isométrie déja citée, pour tout couple (z,7) € D X Ry,
on obtient :
(1.2.47)

d(reor,reor) =(R1lezx),R(1® x))m ~ (Rz, Rx>H¢

I N ___ 2
- <T<T17'"7Tn)x7r(T17"'7Tn)x>H¢ _/ r(t17"'7tn> dFa:,z(t)

= [ rwrar.(),
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Maintenant, supposons que X = > h,, @ x,, et Y = ", g, ® yj soient dans Ry ® D.
Dans ces conditions, avec les mémes notations que précédemment, on obtient (si I'on
note par (H,,), et (Gg)x les opérateurs multiplications par les fractions (A, )m et (gx)x
respectivement sur Ry ® D) :

= O ® T, g D yi) = > H(HnTm, Grg)
k,m

k,m

k,m "

Ceci prouve bien que F' est une mesure de représentation de ¢.

Pour 'unicité de la mesure de représentation, si F'") et F'® sont deux mesures de
représentation de ¢, pour tout r € Ry et pour tout x € D, on a :

(1.2.48) o:(r)=o(roz,1®z) = /r(t)dF;{g(t), j=1,2.

Or ¢, est une forme linéaire positive qui vérifie les hypotheses du théoreme 1.2.5. Donc,
les mesures scalaires Fgglgz et Fggzgz sont égales. Ceci est vrai pour tout x € D, donc par
densité nous avons F() = ),

Soit (j,1) € {1,---,m} x L;, ¢(r;;X,X) > 0 pour tout X € Ry ® D. Ceci implique
que les opérateurs auto-adjoints (A_Jl) ;. sont positifs et donc la mesure spectrale est
incluse dans r;ll (R*). Par conséquent, le support de la mesure de représentation est
dans ensemble Ny /ier;, j=1,-my 75 (RT). n

1.2.11 Théoréme : Soit (p1,- -, pm) un m-uplet de polynomes avec les mémes pro-
priétés que dans le théoreme 1.2.5. Soit ¢ = (qba)aezn une suite de formes hermitiennes
sur D x D telle que ¢y soit la restriction du pmduzt scalaire sur H a D x D. Alors ¢
est une suite de moments si et seulement si il existe une suite ¢ = (¢a,ﬁ)aezg,ﬁez’f de
formes hermitiennes de type positif vérifiant :

(i) Pap = Pa, Yo € 2.

(i) Z aj,Kq;a—l—K,ﬁ—&—ej = §Z~5a7,g, VaoeZ, VgeZ}! ; j=1,---,n.

Kezn

De plus, la suite ¢ admet une mesure de représentation unique sur R" si et seule-
ment si la suite ¢ est unique.

Enfin, avec les notations (1.2.25), si les suites (Z:Z1 rj,LK&aJrKﬁ)aezi,ﬁeZT sont
semi-définies positives pour tout couple (j,1) tel quel € L;, j=1,---,m, le support
de cette mesure est inclus dans Ny sier;, j=1,-m} T}, (R*)

Démonstration.
Commencons par supposer que la n-suite de formes hermitiennes ¢ = (¢a)a621 admette

une mesure de représentation F. Si on prend z € D et r € Ry, on ar € L*(F, ), on
peut donc définir :

(1.249)  Gos(z,y) = / (0(t)°dF, (1), Va€Zl, VBeZT. V(ry)eD
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On définit la fonction g de R™ dans R™™™ par g(t) = (¢,0(t)) € R™™ alors on a
I’égalité suivante :

(1.2.50) bap(,y) = /g(t)(a’ﬁ)dFm(t), VaoeZl, peZ, zyeD.

Et nous obtenons que F(g~'(*)) est une mesure de représentation pour la multi-suite
(¢a,ﬁ)ani,,@eZT- Par le lemme 1.4 de [Vas4], la multi-suite de formes ¢ est de type

positif. De plus, ¢ vérifie bien la condition (7). Et comme on a la fonction [0, (t)p;(t) —
1]t*6°(t) qui est nulle pour tout couple (, ) dans Z7 x Z7, l'intégrale suivante
devient :

/ [0;(£)p; (t) — 1Jt*07 (t)d sy (t) = 0, V(w,y) € D2
Ceci se traduit par 1’égalité :

> ik / toT RGP (1) dF, (1) = / t*0°(t)dF,,(t), Va € 27, VB € ZT7,

n

Ker?
ceci pour tout entier j = 1,---.n. Et donc, cela nous donne pour la famille de formes
hermitiennes :

(1.2.51) Z aj,quoH-K,ﬁ-i-ej = bap, Vo€ Zy, pedy; j=1,---,n.

Kern

Inversement, supposons qu’une multi-suite ¢ = (an,,@)aem,,@eZT existe. A partir de
cette (n+m)—suite, on définit une forme hermitienne A positive sur Ry ®D en posant :

(1.2.52) A(r1 @ 21,12 ® 12) = A1 @ @1, g2 @ T2),

olt 7, et ro appartiennent & Ry, ot le couple (xy,5) est dans D? et ot on a (pour
i=1,2) ¢ € Ryinmlt, s] tel que r;(t) = qi(t,0(1)).

On rappelle la définition de Aj :
Ryt s| admet une base algébrique (eq,5)a,5, on définit alors pour X =3 se,5®
TapetY = 25,5 ese @ Yse dans R q[t, s] @ D :

(1.2.53) )\Q;(X, Y)= Z an+5,ﬁ+a($a,ﬁyy5,a)-
a,f3,0,e

Il faut vérifier que la forme A est bien définie. Pour ce faire, on utilise le lemme
1.2.1 et on fait les mémes démarches que dans le théoreme 1.2.5 pour montrer que
A|z,ep = 0. 3
La positivité de A\ provient de celle de ¢. On a donc construit une forme hermitienne
de type positif sur Ry ® D. Or par le théoreme 1.2.10, on sait qu’une telle forme
hermitienne sur Ry ® D qui est en plus unitale et Ry-symétrique est une forme de
moments (c’est une méthode ou 'on définit des opérateurs auto-adjoints).

Pour montrer que A est bien unitale, on prend z € D, et on a :

Mlezler) = ng,o(%l') = ¢o(r,7) = ||$||2
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Donc A est bien unitale. Montrons maintenant que A est Rg-symétrique. Soient X et Y
dans Ry ®D et soit p un élément de Ry (grace a la linéarité, on peut toujours supposer
que p(t) =t0°(t), a € Z' et b € Z'7), alors les égalités suivantes sont vérifiées :

)\(p.X, Y) = )\Q;(Z taSb.ea,ﬁ Q T g, Z €s5e X y§75)
o, d,e

= Z q;a—l—a—i-é,ﬁ—l—b-i-e(xa,ﬁayd,s)
a,f3,0,e

(1.2.54)

= )\(;(Z €a,8 & T3, Z €5+a,e+b X y5,€)
a,B b,

— )\(Z)(Z ea,,@ X xa,ﬁ, Z tasb.e(g’g X yéﬁ) — )\(X7pY>
a,,@ 6,8

Donc A est également Ry-symétrique. Ceci nous permet donc d’affirmer qu’il existe
une mesure de représentation F' pour A. Alors, pour tout couple (z,y) dans D? et pour
tout o € Z'}, on a :

¢a(x7y) = éa,O(l‘ay) = >‘¢~><ta ® Z, 1 ® y) = /tadeE:y<t)'

Pour la derniere partie de la démonstration, supposons que FM et F?) soient deux
mesures de représentation de ¢, si on a unicité du prolongement, alors pour tout couple
(x,y) e DxDona:

(1.2.55) / t*0%(t)dF)(t) = / t*0°(t)dFC)(t).

Donc cette égalité est également vraie pour tout 7 € Ry. Ceci implique que F) = F)
(voir théoreme 1.2.10). Supposons maintenant que ¢ admette une unique mesure de
représentation F'. Alors forcément tout prolongement de ¢ sera de la forme

/ 1200 (1) dF, , (¢),

pour tout (z,y) € D x D, d’ou 'unicité du prolongement. [

Comme conséquences directes de ce théoreme 1.2.11, nous obtenons les théoremes
2.4 et 2.9 de [Vasd] (voir remarque 1.2.6). De plus, comme corollaire de ce théoreme,
on peut donner une caractérisation pour quune multi-suite d’opérateurs auto-adjoints
admette une représentation intégrale.

1.2.12 Corollaire : Soit A = (Aa)aezi (Ag = Idp) une n-suite d’opérateurs auto-
adjoints définis sur l'espace D. Soit (p1,--+,pm) un m-uplet de polynomes avec les
meémes propriétés que dans le théoréeme 1.2.5. La n-suite A est une multi-suite de mo-
ments opératoriels, avec une mesure positive opératorielle a support dans N yec r;ll (RY),
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(C={1,---,m} x Lj) si et seulement si il existe une (n +m)-suite, d’opérateurs sur
D, A= (Aa,@aezi,ﬁezzf de type défini positif sur D vérifiant les trois conditions sui-
vantes :

(i) Ao = An, YacZn.

(”) Z aj,KAoz-‘rK,ﬁ-‘re]' = Aoc,ﬁ7 Va € Z’ia 6 € Z:-na ] = 17 ERERL2
Kezy

(1ii)  en utilisant les notations (1.2.25), les suites (ZKGZ1 Tj K AatK,p)aczy pezm

sont semi-définies positives, pour tout couple(j,1) € C.

De plus cette mesure est unique st et seulement si il n’existe qu’une seule extension de
A= (Aa)an’jr-

Démonstration.
On pose, pour tout couple (z,y) € D x D :

(1.2.56) ba(z,y) = (Aaz,y).

Puisque les opérateurs (A, ), sont auto-adjoints, les formes linéaires ¢, sont hermi-
tiennes et le fait que Ag soit 'identité restreinte a D, implique que ¢o est bien la
restriction du produit scalaire de H a D x D. Les hypotheses (i), (ii) et (ii7) de ce
corollaire 1.2.12 impliquent celles du théoreme 1.2.11. De maniere classique, on peut
associer a toute forme hermitienne ¢a 4 un opérateur auto-adjoint A 3 en posant :

(1.2.57) V(z,y) € D x D, q@aﬂ(az,y) = <f1aﬁa:,y>.

Donc la famille A admet un prolongement (flaﬂ)aﬂ si et seulement si la multi-suite
des formes hermitiennes (¢, ), sur D X D est une multi-suite de moments. Mais dans
ce cas, pour tout couple (z,y) € D x D, on obtient :

(1.2.58) (Aao,y) = doo(z,y) = / (dF, (¢).

Et finalement, on obtient la représentation intégrale suivante, pour tout multi-indice
positif « :

(1.2.59) Ay = /to‘dF(t),

ou I est une mesure positive opératorielle.

Pour I'unicité de la mesure de représentation F' et pour le lieu de son support, cela
provient directement des propriétés de I'extension des formes linéaires (¢, ). En effet,
I'unicité de I'extension de la famille d’opérateurs auto-adjoints (A, ), implique I'unicité
de la famille de formes hermitiennes (¢4 5)a,s qui prolonge (¢4)q (et vice-versa). ®
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1.2.13 Remarques :

(1) Ce dernier corollaire 1.2.12 est a rapprocher du corollaire 2.10 de [Vas4], ot un
cas particulier de fractions rationnelles est étudié.

(2) Ce dernier résultat nous permet également de donner une solution au probleme
opératoriel de HAMBURGER et STIELTJES dans le cas de plusieurs variables.

(3) Ce sera ce type de méthodes que 1'on va utiliser pour donner, dans le troisieme
chapitre, deux criteres de sous-normalité jointe pour des familles d’opérateurs non
nécessairement bornés ayant un sous-espace dense stable par chacun des « opérateurs
coordonnées » (voir le théoreme 3.3.2 et le corollaire 3.3.4).
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Appendice : Remarques sur la détermination de suites
doublement infinies

Soient p; et py deux mesures admettant des moments a tous les ordres, on dira que
w1 est équivalente & g, (et on notera puy ~ pg) si pour tout multi-indice & > 0 on a :

/ St (t) = / tdp(t),

De plus dans toute cette section, lorsque 1’on parlera de multi-suites doubles, on sup-
posera toujours qu’elles vérifient la condition (%) définie par :

(*) Lo, = La+2e;,8+e; + To,Bte;s pour tout j € {17 T 7n}'

1.A.1 Définition : Soient p; et puy deux mesures admettant des moments a tous les
ordres. Soit 6 = (d1,---,0,) avec 0; € Zy U{oo} (j = 1,---,n); on dira que p est
d-équivalente a ps, (et on notera py ~g p2) si pour tout a > 0 et pour tout [ vérifiant
0>0F>0ona:

(1.A.1) /tae(t)ﬁdul(t):/ t0(t) dpsy (t).

1.A.2 Remarques :

(1) Pour tout 6 positif, p1 ~g po implique évidemment gy ~ po. Si pq et po sont
a supports compacts, 'implication inverse est vraie également. En effet, ¥p € R[t], on
a:

JRECKCR / €O dua(t)] < (R0 — p(t)l|x,

o ptdmt) - / p(t)dpalt)

+Hua(RM)[[E20(t)7 — p(t)] |,

< @) + p®M)]E*0)” = pllxur,.

Puis, on conclut en utilisant la densité des polynémes dans C°(K; U K;) (ensemble
des fonctions continues sur le compact K; U K3) :

/ £0(t) P dpun (£) = / 100t dua ().

(2) En utilisant la méthode des théoremes 2.5 et 2.8 de [Pu-Vas2], on montre
que toute forme linéaire semi-définie positive sur Ay admet une unique mesure de
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représentation. Cela signifie que pour § = (00, -+, 00), nous avons ~g qui n’est rien
d’autre que I'égalité.

(3) Ce dernier point est une différence majeure avec le « Two-sided moment pro-
blem » traité dans [BCR]| (on pourra regarder aussi [JTW] et [JTN]); le probleme est :
étant donnée une application ¢,

{82 %

peut-on trouver une mesure de représentation positive p telle que ¢p(k) = [ *dpu(t)
pour tout k € Z7 (Pavantage ici est que la base est multiplicative.) Contrairement

a notre probleme, la mesure de représentation n’est pas forcément unique comme le
2
1 1 _(nz)®

prouve I'exemple suivant (voir [BCR]) : si du(z) = =27 2 du,

/ t*sin(2nins)du(z) = \/%/et‘zktsz’n@ﬂt)dt
0 " Jr

B / T
=e7—= [ e Zsin(2my)dy = 0,
V2T R

puisque la derniere fonction intégrée est impaire. On obtient donc 1’égalité suivante
pour tout triplet (A, By, By) de R3 :

/OOO 2*[A — Bysin(2rinz)]du(z) = /000 2*[A — Bysin(2rinz)|du(z).

La mesure p est positive et comme la fonction sinus est bornée, si 'on prend A
positif tel que A soit plus grand que les valeurs absolues de By et By (avec By # Bs),
on obtient deux mesures positives du;(z) = [A — Bysin(2nlnx)]|du(z) et dus(z) =
[A — Bysin(2winz)]|du(z) ayant les mémes moments. Ceci prouve bien que l'on n’a
pas forcément 'unicité de la mesure de représentation dans le cadre du « Two-sided
moment problem. »

1.A.3 Définition : Une suite double (2,5)q >0, semi-définie positive sur Ay, admet
toujours une mesure de représentation unique p (voir [Pu-Vas2]). Cette mesure p (ou
la suite (Z4,p)as>0) sera dite unilatéralement déterminée si p est I'unique mesure de
représentation de la suite (24,0)a>0. Et la mesure p (ou la suite) sera dite d-déterminée
s’il n’existe pas d’autre mesure d-équivalente.

On peut noter qu’'une suite unilatéralement déterminée est J-déterminée quel que
soit 6 € Z7 . Une suite unilatéralement déterminée sera aussi dite (plus simplement)
déterminée en rapport avec la définition dans le cas des multi-suites simples.

1.A.4 Proposition : Soit (x4)a>0 une multi-suite, (To)a>0 €st une suite de moments

déterminée si et seulement si (To)a>0 admet un unique prolongement bilatéral positif.
Ce prolongement est en particulier unilatéralement déterminé.
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Démonstration.
Si (%a)a>0 est déterminée. On pose pour tout couple («, 3) de multi-indices positifs :

a@w=/www%mm

ou 4 est la mesure de représentation de la suite (z4)a>0. La multi-suite (24,5)a,50 €St
unilatéralement déterminée car s'il existait une mesure p telle que z, 5 = [ t*0(t) dp(t),
en particulier on aurait z,0 = [ t“dp(t). Et par détermination, on obtiendrait u = p.
Si (Ya,8)as>0 €St un autre prolongement de la suite z, il existerait une mesure o telle
que Yo5 = [t*0(t)?do(t). A nouveau, par détermination, on obtient o = u et donc
Ya,3 = Tqa,3 Pour tout multi-indice positif.

Inversement, si (Z4 )05 €st un prolongement bilatéral positif, on peut écrire z, 5 =
[t26(t)Pdpu(t), et donc (z4)a est une multi-suite de moments. S'il existait une seconde
mesure de représentation p, on pourrait construire la suite y, 5 = [ t*0(t)?dp(t), qui
serait un prolongement bilatéral positif de (z,)n. Mais on a supposé que celui-ci était
unique donc x4 = Ya,3 pour tout multi-indice positif, c’est a dire que p ~(s0,....00) /-
Et par la remarque précédente, nous obtenons p = pu. n

Dans la suite (et quand on se limitera au cas d'une seule variable), si u est un
nombre réel strictement positif, nous noterons par Bi#((), 1) l'ensemble des éléments
de Ay(0) qui vérifient I'inégalité suivante :

(1.42) 171 = ([ 1rrdun) " <1

Pour la proposition 1.A.6 et le corollaire 1.A.7, on se place dans le cas d’une seule
variable.

1.A.5 Définition : On peut définir une fonction semblable a la fonction majorante
de HALL-MERGELYAN dans le cadre de nos fractions rationnelles : pour tout couple
(o, B) € R?, on peut définir la fonction M, g sur C par (voir [Be] et [Koo]) :

(1.A.3) Mo 5(2) = Sup]{|p(z)| tel que /R Mdu(t) < 1}.

peC[t 1+ tQ)ﬁ

1.A.6 Proposition : Soit u une mesure positive sur R et soit o €]1, +o0[. S’il existe
un nombre zy dans C\ supp(p) et un second By > /2 tels que M, 5,(20) < 400 alors
C[t] n'est pas dense dans L*(p) (et dans ce cas M, p(z)) < 0o pour tout f > «a/2).
Par contre, si My o/2(2) = 400 pour tout z € C\ supp(p), C[t] est dense dans L*(y1).

Démonstration.
Soient «, § dans R, vérifiant 1 < a < 203 < +oo. S’il existe un nombre zy € C\ supp(p)
tel que M, g,(20) < +00, on pose :

LA ()= P e fllaa = [ [ 1OFaua]
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Pour tout polynéme P € C[t], on a :
o 1/a
Pl < Magy (o) [ IPOFaus®)] " = Mo (o) 1Pl

On a donc une forme linéaire continue, ceci entraine qu’il existe une fonction f € £°(up)

(f#0),sil+1=1:
(1.4.5) P(z) = /RP(t)f(t)duﬁ(t), ou fr& Lup),  f 7 Ocs(ug)-

De ce fait, pour tout polynéme P € C[t] de la forme (t — z)g¢(t), on a :

0= P(a0) = [ POS@0).

Il est clair que :

t— 2o e |t — 2ol°
|1t Oran) = [ o

_ L=zl [fOI
- /R T e 0 2P

Si 20e > e+ 203, ce qui revient a 20 > «, on a dans ces conditions :

(140 s o s ldn(®) < AIAIE

Donc la fonction g(t) = (t — z9) f(t)(1 + t2)7? est dans £5(u). De plus, pour tout
polynéme P € C[t], nous savons que l'intégrale [, P(t)g(t)du(t) est nulle. Donc Clt]
n’est pas dense dans I'espace £%(u) puisque g # Oz<(,). En effet, f a cette propriété et
zp n’est pas dans le support de la mesure pu.

Supposons maintenant que C[t] ne soit pas dense dans £*(u). Il existe donc une
fonction g 7é 0z () dans £°(p) telle que, pour tout polynéme P, on ait [, P(t)g(t)du(t) =
0. Soit ¢(z fR g(t)(t — 2)71du(t), ¢ est une fonction holomorphe sur 'ensemble C \
supp(p) (VOlr les proprletes sur les transformations de Cauchy). Soit zy € C\ supp(u),
et soit P € C[t]. On écrit alors P(t) = P(z0) + (t — 20)q(t), avec ¢ € CJ[t]. Alors, on

obtient :
/R IGLGFA /R 9OP0) )y 4 /R g(H)a(t)dp(t)

t— 2o t— 2o
(1A7)
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Donc si ¢(zp) # 0, on en déduit I'inégalité :

1/ |P(t)] 1o
1P(20)] < (t)[Fdu(t) ( |t_20|adu(t)>
gl / [P(H)]* (1+1%)° Ve
< dp(t
= |¢<ZO>|( 27 =l V)
gll 1+ %)/
< Ml yppy sup UEDE
‘¢(’Z0)‘ tesupp(u) |t ZO’
Soit C'(z) la fonction définie par :
1 1 t2 1/2
(1.A8) C(z) = sup 97

|¢<2)| tesupp(p) |t - ZO|

La fonction C est continue sur son ensemble de définition. Et on obtient :
(1.A.9) [P (20)] < |[P]|aar21l9lle C(20)-

Enfin, en passant a la borne supérieure, nous avons :

(1.A.10) M /2(20) < 9] C(20) < 400.

Dans le cas ou ¢(z9) = 0, on prend r dans |0, dist(zo, supp(p))] tel que ¢(z) ne s’annule
pas sur le cercle d’équation |z — zyp| = r. Par le principe du maximum, on obtient
I'inégalité suivante :

(1.411) P()] < max |P(2)] <[|Pllae lolle max C(2) < .
z—zo|=r z—zo|=r

puis on conclut comme précédemment. u
Dans le cas de n variables, on montre que, si Clty,---,t,] dense dans L*(u),
alors M, (21, -, 2,) = 400 pour tout (z1,---,2,) € C" et pour tout multi-indice

B supérieur a («a/2,---,a/2) (c’est-a-dire que §; > /2 pour i = 1,---,n).

1.A.7 Définition : Soit Ay(d) l'espace vectoriel engendré par les fonctions de la
forme t“@(t)ﬁ, avec a > 0 et 6 > > 0. On pose alors la boule unité :

B,(0.1) = {£ & Au0) el que ([ 70 due)) ' < 1},

1.A.8 Corollaire : Soit 1 une mesure positive sur R et soit a €]1, +00[. Si on pose

(1.A.12) Fos(z) = sup  {|f(=)|}.

feBg . (0,1)
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S’il existe un nombre compleze zy dans C\ (supp(u) U {—i,i}) tel que Fy 5(zp) < +00
alors Ag(6 — 1) n’est pas dense dans L*(p). Et si Fo(z) = 400 pour tout z € C\
(supp(p) U{—1,i}) alors Ag(0) est dense dans L(p).

Démonstration.
S'il existe zg € C\ (supp(p) U {—i,i}) tel que Fy5(z9) < +o00, pour tout f € Ay(9),
on a :

(1.A.13) | f(20)] < Fas(20) || fl]a-

La forme linéaire ainsi définie est continue, donc si % + é =1, on obtient par dualité :
(1.4.14) o) = [ 9lt)£Odu(t) ot g € £2(1). 5 # Oz
R

Donc, si f est de la forme (¢t — 2z9)h(t), on a 0 = f(2) = /g(t)f(t)d,u(t). De plus, il
R
existe un A positif vérifiant :

|t — ZO|6
1.A.15 t) = HFdu(t) < A <.
1A19) [ Igeoran = [ Sl du < Al
Donc la fonction k(t) = (t — 29)g(t)(1 + ¢*)~! est dans £5(u). De plus, pour tout
f € Ag(0 — 1), nous savons que l'intégrale [; f(¢)k(t)dpu(t) est nulle. On en déduit que
I'espace Ay(0 — 1) n’est pas dense dans L£*(u).

Supposons maintenant que 44(d) ne soit pas dense dans £*(u). 1l existe donc une
fonction g # 0ze(,) dans L£°(p) telle que, pour toute fraction rationnelle f de Ag(6),
nous ayons :

(1.A.16) /R F(®)g(t)du(t) = 0.

On définit la fonction ¢ par ¢(z) = [ g(¢)(t — 2) 7 (1 +¢3)"°dpu(t) ; ¢ est une fonction
holomorphe sur C \ supp(u). 801’5 zp € C \ (supp(p) U {—i,1i}), et soit f € Ap(d). On
écrit alors :

P) _ Pz) | (t—20)q(t)

(1.A.17) f(t) - (1+t2)5 - (1—i—t2)6 (1 +t2)5 ’

avec g € C[t].

L’égalité (1.A.17) entraine :

/Iggit_lfjj)du(t) :/R(tf/(zz))](gl(?ﬁ)édu(t)+/ﬂ%%du(ﬂ

(1.A.18)
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Donc si ¢(zp) # 0, on obtient la majoration :

ol < iy (L looFdn®) " ([ 7 aun)

[lgll f@)| 1/a
=TT+ 2P 60 </R |t — zOlad“(tD

L (T[T
N |1 + Zg|5 |¢(20)| tEsupp(u) |t - ZO|

Soit C(z) la fonction définie par :

1 1
sup — < +00.

(1.4.19) oz)= ——
|1 + 22’6‘¢<Z>| tesupp(u) |t - ZO|

La fonction C' est continue sur son ensemble de définition. Et on obtient I'inégalité :

(1.4.20) [F(z0)l < {1l [lglle C(20)-

Cette derniere relation (1.A4.20) revient a écrire :
(1.A.21) Fo5(20) <ll9lle C(20).

Dans le cas ou ¢(zg) = 0, on prend r dans |0, dist(zo, supp(p))] tel que ¢(z) ne s’annule
pas sur le cercle d’équation |z — zyp| = r. Par le principe du maximum, on obtient
I'inégalité suivante :

(1.4.22) Pl < max |F)] < [|flallglle max C(:) < .

Pour conclure cette annexe, on peut donner le pendant de la proposition 2.2 de
[JTN] pour une suite double = (24,5)a >0 dans le cas d’une variable.

1.A.9 Proposition : La suite © = (a)ap>0 admet une mesure de représentation
dont le support n’est pas de cardinal fini si et seulement si la forme associée est définie
positive.

Démonstration.
Si la forme associée ¢ est définie positive, la suite admet une mesure de représentation
p unique. Si cette mesure avait un support fini (ny,---,7,), en particulier pour le
polynome

Rt) = ] [(tl —1)° 4+ (G = i)

1<5<p

on aurait ¢(R?) = 0, ou les multi-points 7; sont notés (n;1,--+,njn) ( = 1,-+-,p).
Ceci contredit le fait que ¢ soit définie.
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Inversement, si le cardinal de la mesure n’est pas fini, on ne peut pas trouver de
fractions rationnelles qui s’annulent sur tous les points de son suppport autre que 0,
ce qui est équivalent au fait que la forme associée soit définie. n

Pour conclure cet appendice, on peut noter que M. PUTINAR et F.-H. VASILESCU
donnent un nouveau critere de détermination dans le cas de multi-suites (voir le
théoreme 2.1 de [Pu-Vas3]). Ils généralisent en particulier des méthodes de M. RIESZ,
ou le cas d'une seule variable a été traité.
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Chapitre 11

Représentation polynomiale

Comme nous 'avons précédemment dit, un argument simple montre qu’il existe des
polynomes non négatifs en deux variables qui ne peuvent s’écrire comme somme de
carrés de polynomes. C’est HILBERT le premier qui en donna une preuve en 1888
(sans pour autant en donner un exemple). Dans la seconde moitié du X X *¢™€ siecle,
plusieurs exemples explicites apparurent. On peut citer un polynoéme tres simple dua
a MOTZKIN en 1967 (voir [BCR]) et un exemple de 1968 de R.M. ROBINSON (voir
[Rob]). En 1900, HILBERT énonce le 17%€me probleme qui porte son nom : est-ce que
tout polynome positif peut s’écrire comme somme de carrés de fractions rationnelles ?
E. ARTIN répond de facon positive a cette question en 1927.

Comme le montrent des articles comme ceux de GILLES CASSIER (voir [Cas2]) ou
de KONRAD SCHMUDGEN (voir [Sch]), il existe une relation entre le probléme des mo-
ments et la représentation polynomiale. Notre but ici sera de donner des représentations
pour certains polynomes positifs. Dans la premiere section, on donnera des décompositions
pour des polynémes positifs sur des compacts quelconques (en utilisant en particulier
des résultats obtenus dans la section I-1). Cela nous permet en particulier de généraliser
des résultats de [Cas2|, [Vas2], [Be-Mal, [Pu-Vas| et surtout de [Pu2].

Dans un second temps, nous utiliserons des méthodes dues a MIHAIL PUTINAR
et FLORIAN-HORIA VASILESCU (voir [Pu-Vas2|) pour donner des représentations de
polynomes qui sont strictement positifs sur des ensembles non bornés. Pour cela on se
placera dans une algebre Ay de fractions rationnelles bornées. Cette seconde partie a
d’ailleurs fait I'objet d’un article paru en 2000 dans Journal of Mathematical Analysis
and Applications (voir [De]) et d'un second a paraitre dans Positivity (voir [De3]).

Enfin, dans la derniere section de ce Chapitre I1, nous étudierons plus en détails les
formes linéaires positives sur cette algebre Ay pour en déduire une représentation sous
forme de moments avec limites. Grace a cette écriture intégrale, nous obtiendrons des
résultats sur le probleme tronqué des moments en plusieurs variables qui généralisent
des propositions de M. RIESzZ.

Partie II.1 Représentation sur un compact

Soit K un compact arbitraire de R”. Comme on ’a vu dans la premiere section
I-1 (voir le lemme 1.1.2), il existe une suite (P;);>o de polynomes de R[X] telle que
Pon puisse écrire K sous la forme Ny P, (R*). On supposera, comme dans la section
-1 que les (P,);>o engendrent en tant qu’algébre R[X]. On rappelle que I'on note
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alors 7 « l’ensemble test » (voir (1.1.7)). On peut alors donner une représentation des
polynomes qui sont strictement positifs sur I’ensemble compact K :

2.1.1 Proposition : Tout polynome strictement positif sur K est dans le cone positif
engendré par les éléments de T .

La démonstration s’inspire d’'une preuve de G. CASSIER (voir le théoreme 4 de
[Cas2]|) mais nous voulons ici utiliser un lemme de [Pu-Vas2| (le lemme 4.1). De ce
fait, la démonstration en est différente.

Démonstration.
Nous allons utiliser le lemme 4.1 de [Pu-Vas2]. Pour ce faire, vérifions que toutes les
conditions de ce lemme sont bien vérifiées ici. Le role de C sera joué par le cone positif
engendré par les éléments de 7. On pose ensuite S = P(K) et C; I'ensemble des
éléments de C de degré total plus petit que d (on notera ’ensemble des polynomes de
degré plus petit que d par R(<?[X]). Soit, enfin, S; 'ensemble défini par Sy = Cy — C4
(d > 0). 11 faut et il suffit de montrer alors :

s=C-C

Cit1NSqg=Cy

Sy est de dimension finie,

¢ € S telle que ¢p(1) =0 et ¢lc, >0 = ¢ = 0.

(2.1.1)

La premiére relation est évidente. On sait que les (FA’Z)I engendrent en tant qu’algebre
R[X]. Done, pour tout polynéme P, on peut écrire :

(2.1.2) =) CJHP = (=cy) Hﬁfﬂ'(x

cy>0 j cy<0

Pour la seconde relation, on a :
(2.1.3) Cai1 NSy C CNRETVIX]NRED[X]) € c nRED[X] = ¢,

L’inclusion inverse est évidente. De plus, S, est un espace vectoriel de dimension finie
puisqu’il est inclus dans R(<?[X]. Enfin pour la derniére relation, on prend une forme
¢ positive sur Cy (avec ¢(1) = 0), on va montrer que cette forme est identiquement
nulle. On prend un polynome R vérifiant deg(P,) < d, alors on a ( P) > 0 et
o(1— P) > 0 ce qui revient a ¢(F;) = 0. Montrons par itération que gb(Pm) = 0 pour
tout m satisfaisant a m x deg(P;) < d. Si cela est vrai pour le polynome Pl montrons
que cela est vrai pour P! Par notre hypothese de positivité, on a ¢(Pf+l) >0 et

7

$(PI(1 — P)) > 0 ce qui revient & dire :
(2.1.4) 0 < ¢(PI*) < o(F) =0.

Puis on fait la méme démarche avec les produits Si le polynome I%kl% a un degré
inférieur & d, on obtient par les inégalités ¢(PFP;) > 0 et ¢(PF(1 — P;)) >0 :

(2.1.5) 0 < ¢(PFP;) < ¢(PF) = 0.
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En allant pas a pas, on montre que (Z)(pf]f’jl) = 0 des que kdeg(P,) + ldeg(P;) < d.
Enfin, ce qui a été fait pour le produit de deux polynomes peut se faire pour un produit
quelconque. Comme tout élément de 7 est combinaison linéaire de polynomes de la
forme précédente, on obtient que ¢|s, = 0. On peut donc appliquer le lemme 4.1 de
[Pu-Vas2].

Soit P un polyndme strictement positif sur K. Supposons que P € Sy, \int(Cq,),
alors il existe une forme linéaire non identiquement nulle ¢ sur S, positive sur C, telle
que ¢(P) < 0. Mais alors, en particulier, ¢ sera positive sur 7 et donc admettra une
mesure de représentation p positive et de support non vide dans K. Dans ce cas, on
obtient

(2.1.6) 0> ¢(P) = / P(t)du(t) > 0.

Donc, par la contradiction (2.1.6), on peut affirmer que P est dans l'intérieur d’un
certain Cy4,, ce qui prouve en particulier la proposition. [

Si K = No<i<mp; (RY) est un compact semi-algébrique, on peut donner une solu-
tion au probleme des moments grace au cone convexe positif des carrés de polynomes
&2, voir [Sch2]. Dans un article récent, M. PUTINAR donne une décomposition de po-
lynémes strictement positifs sur K (voir [Pu2]) a l'aide des polynomes (p;)o<i<m, du
cone S? et d'un troisiéme élément. En fait, il prouve que tout polynéme r strictement
positif sur K vérifie :

re S+ pS 4+ puS? + ¢S,
ou ¢ est un quelconque polynome positif sur K de la forme :

(2.1.7) q(t) = —at?® — - — ap t?* — goa(t) + qu(t), a; > 0,i=1,---,n,

n

Ol @oq est une somme de carrés de polynomes homogenes de degré d et deg(q;) < 2d. On
essayera de donner un équivalent de ce théoreme dans le cas de compacts arbitraires.
L’idée de départ est toujours la méme, on relie la géométrie de tout compact a 1’algebre
des polynémes R[X] par :

(2.1.8) K =(\p'(RY).

i>1
Cette famille sera fixée pour notre compact K. On note par S le cone positif suivant :
(2.1.9) S =8+ pS*+ - S

La méthode de M. PUTINAR est basée sur le théoreme des moments de [Sch2] pour
les compacts semi-algébriques. Pour démontrer ce dernier théoreme, K. SCHMUDGEN
utilise un résultat de géométrie algébrique sur les ensembles semi-algébriques. Nous ne
pourrons donc pas appliquer directement cette méthode. On a besoin d’une condition
supplémentaire pour compenser la perte d’information (la « Positivstellensatz ») due
au passage au cas arbitraire. Pour ce faire, on peut introduire un polynome p, de degré
pair tel que K C p}(R1) et que p!(R™) soit un nouveau compact (semi-algébrique
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celui-1a). On prend par exemple un polynéme du type de celui utilisé par M. PUTINAR
et G. CASSIER, c’est-a-dire :

Poo(t) = —Glt%d e antid —7ro(t), a; >0,i=1,--,n,
(2.1.10) Poo(t) >0, Vt € K,
deg(rs) < 2d.

2.1.2 Lemme : Soit ¢ une forme linéaire sur R[X]. Alors ¢ admet une mesure
positive de représentation sur K si et seulement si elle est semi-définie positive sur
S + pocSZ.
Démonstration :

Si ¢ admet une mesure positive de représentation sur K, il est évident qu’elle sera
positive pour tout polynome positif sur K. Elle sera donc, en particulier positive, sur
S% + pooS?. Inversement, soit K’ = p}(R"). K’ est un compact contenant K. Par le
théoreme 1 de [Sch2], il existe une mesure positive p telle que

(2.1.11) o(r) = /,r(t)d,u(t), Vr € R[X].

Par le théoréeme d’approximation de WEIERSTRASS, on montre que supp(u) C K grace
a la positivité sur Sz. L]

2.1.3 Lemme : Soit p un polynéme qui n’appartient pas a l'intérieur de (S +pooS?)N
R(<2)[X], pour tout m. Alors, il eviste une forme linéaire ¢ sur R[X] qui soit positive
sur Sz + paoS? et qui soit négative en p.

Pour des lemmes similaires, on peut se référer également a [Cas2] (qui fut le premier
a utiliser cette méthode), [Sch2], [Pu2], [Pu-Vas| et caetera.

Démonstration :
Il suffit de montrer que 'on peut appliquer le lemme 2.2.9 (i.e. : le lemme 4.1 de [Pu-
Vas2]). On définit le cone positif C,, = (8% + peoS?) NR(ZM[X] et I'espace vectoriel
Sk,m par Cy, — Cp,. On commence par vérifier :

Con — Cpy C RS2 X
(2.1.12) (S% +PcS?) = (Sk + poeS?) = R[X]
Cm+1 N SK,m = Cm

La premiere inclusion est évidente et entraine que les espaces Sk ,,, sont de dimensions
finies. Ensuite, la seconde égalité provient du fait que (S% + poS?) contient, en parti-
culier, §% et que pour tout polynéme p, on a:p=[(p+1)*> — (p — 1)?]/4. Enfin pour
la troisieme propriété, on a :

Cont1 NSkm  C (S 4 pooS?) NRCZMHAIX] N RS2 X]
(2.1.13)
C (S + posS?) NRC2M[X] = C,..

Comme l'inclusion inverse est évidente, on obtient bien 1’égalité voulue. Il suffit main-
tenant de montrer que si on prend une forme linéaire ¢ positive sur C,, qui vérifie
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(1) = 0 alors ¢ est identiquement nulle sur Sk,,. Pour toute la suite, on suppo-
sera m > max{l,deg(ps)}, ce qui ne géne en rien puisque nos cones sont emboités
les uns dans les autres. Comme en particulier ¢|sz > 0, on obtient par l'inégalité de
Cauchy-Schwarz :

(2.1.14) 16(p)” < o(1) $(p°) =0, Vpe REMIX].

Puis, nous allons travailler en augmentant le degré des polynomes. On prend le monome
X avec |a] = m + 1. Soit ig un entier tel que X;, apparaisse dans la décomposition
de X“. Alors, on obtient :

(2.1.15) [B(X) < 9(X2) G(X>>00) = 0,

De maniere plus générale, on suppose que ¢p(X®) = 0 pour tout multi-indice vérifiant
la] =m +k — 1, k < m. Si on prend un multi-indice [ vérifiant |3| = m + k, on écrit
B = By + P2 avec |B1| = m et |By] = k. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
I'inégalité suivante :

(2.1.16) GXP)P < GX) G(X7%2) = §(X*) x 0= 0.

Alors on obtient ¢(X*?) = 0. Il ne reste plus qu’a prouver que ¢(X*?) = 0 pour | 3| = 2m.
Par la positivité de ¢ sur p,,S?, on obtient de (2.1.10) :

0 < ¢(poo) = H(=X{™) 4+ + $(=X") <0,
ce qui se traduit par :

Pour achever la démonstration, on va montrer, par récurrence sur le nombre de va-
riables qui apparaissent, que ¢(X”?) = 0 pour |3| = 2m. Pour n = 1, c’est ce qui vient
d’étre prouvé. Supposons que ce soit le cas pour [ variables; c’est-a-dire :

(2118) (b(X?le(ll):O? VQla"'aalzoa avec 041+"'+Oél:2m.

Soit le monome X7 - - - ,ch_ﬁl avec a1+ -+ag 1 = 2m. Alors, on a soit ag+- - -+a; >
m, soit a;y1 > m. Si on est dans le second cas, on obtient par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

(2110)  [B(XT - XOTP < G XEUXEITIY g(X7) =0,

par 'hypothese de récurrence au rang 1. Si on est dans le premier cas, on choisit des
entiers positifs §; vérifiant §; < «; (i =1,--- 1) et f1 + -+ + 5, = m. Alors on utilise
une derniere fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir :

(2.1.20)

o Oé 1 Oél 1 2(ag— 2a 1
(XD X < p(XT T e 2y gt X =0,

par 'hypothese de récurrence au rang [ appliquée au monome X 126 e X 12 % En conclu-
sion, la forme linéaire ¢ est identiquement nulle sur R(<?™[X], ceci implique donc que
la forme linéaire ¢ est nulle sur Sk .
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On peut donc appliquer le lemme 4.1 de [Pu-Vas2], ce qui nous donne directement
le résultat voulu. ]

2.1.4 Remarque : En fait, on a montré un peu plus que le lemme 2.1.3. En effet, on
a prouvé que toute forme positive sur Sk ,,, et qui s’annulait en 1 devait s’annuler sur
R(<?M)[X]. Si on munit R(<?™[X] de sa norme euclidienne, et si on prend un élément
o dans P'orthogonal de Sk, (qui est un sous-espace vectoriel de R(<?™[X]), la forme
¢z(%) = (x,*) est une forme positive sur Sk ,, qui s’annule en 1. Par ce qui vient d’étre
VU, ¢, est identiquement nulle sur R(<>™[X]; ceci est équivalent & z = 0. Donc on a
I’égalité suivante :

(2121) R(<?™) [X] = SK,m = Cpn — Cni,
ceci pour tout m vérifiant m > maz(2;d).

2.1.5 Théoreme : Tout polynome strictement positif sur K est dans le cone positif
S + pocSZ.

Démonstration :
Supposons que p & S% + psS2. Alors, par le lemme précédent, il existe une forme
linéaire ¢ positive sur ce cone, vérifiant ¢(p) < 0. Mais par le lemme 2.1.2 (basé sur le
théoreme 1 de [Sch2]), ¢ admet une représentation intégrale avec une mesure positive.
Alors, on obtient :

(2.1.22) o(p) = /K p(t)du(t) > 0,

car le support supp(p) de p est non vide puisque ¢ est non identiquement nulle. Ceci
contredit le fait que ¢(p) < 0. Donc, on a bien p € 8% + p.S2. [

Comme corollaire de ce théoréme, on retrouve le théoreme 1.3 (de [Pu2]) de décomposition
de M. PUTINAR pour les polynomes positifs sur un compact semi-algébrique.
Dans ce qui suit, on va essayer de diminuer encore les cones dans lesquels sont situés

les polynomes positifs sur K. On voudrait quand cela est possible remplacer S? par
S0 ou

(2.1.23) S* = {|h(z,y)|% h € C[z, 2]} C S*

Pour ce faire, on va complexifier le probleme (voir [Pu], [Pu2], [Atz]). Donc, on pose
2= (21,""",2m/) € Cl/2l (y = 1 si n est pair et y = x, si non et [*] est la fonction
partie entiere) avec z; = %9;_1 + 9. Soit I 'ensemble des entiers i tels que les
polynomes p; soient de la forme 1 — |h(z,y)|*> ou Rh(z,y) avec h polynéme en [n/2]
variables. Soit J le complémentaire de I dans N. On pose alors :

(2.1.24) S =8+ pS*+) pS®C Sk

i€l i€J

On peut donner un lemme du type du lemme 3.1 de [Pu2] :

58



2.1.6 Lemme : Soit ¢ une forme linéaire sur R[X] qui est positive sur 8? + poS*°.
Alors, il existe une constante M, indépendante de ¢, telle que ¢ soit positive sur le
cone 8* + (M — |z[)8*° (avec |z|* =23 + - + 22).

2.1.7 Proposition : Soit ¢ une forme linéaire sur R[X]. Alors, ¢ admet une mesure
positive de représentation sur K si et seulement si elle est positive sur 812{’0 + PooS?0.

On suit la preuve du théoreme 1.3 de [Pu2].

Démonstration : (n pair)
Si ¢ admet une mesure positive de représentation sur K, il est évident qu’elle sera
positive sur Sf(’o + PooS?0. Inversement, on peut prolonger ¢ par linéarité & C[z]. On
utilise alors la méthode de GELFAND-NAIMARK en posant (p,q) = ¢(pg) pour tout
p,q € C[z]. On quotiente ensuite C[z] par N' = {p, ¢(pp) = 0} et on complete pour
obtenir un espace de HILBERT. On pose T; I'opérateur multiplication par z; sur C[z]/N.
Par le lemme précédent, on peut remarquer que ces opérateurs qui commutent, sont
bornés et qu’ainsi on peut les prolonger a tout I’espace. On note enfin que la fermeture
T; de T; est normale, d’adjoint 1’application multiplication par z;. On lui associe alors
une mesure spectrale £ et on obtient :
(2.1.25)
o) = (p(z2)L1) = (LTI = [

o(T)

Pz, 2)d(E(2)1,1) = / plz, 2)dp(z).

o(T)

De plus la positivité de ¢ sur 812(’0 nous implique que le support de la mesure est en
fait inclus dans le compact K (c’est la proposition 2.4 de [Pu2] qui s’applique).

Si n est impair, on procede de la méme maniere, on ajoute juste l'opérateur 7,
multiplication par la variable y. Cet opérateur est symétrique borné, donc auto-adjoint
(il commute avec les opérateurs T, -, T}, /) et on utilise la mesure spectrale jointe
de (T, T1,- -+, Tjn/9) pour obtenir la mesure de représentation. n

2.1.8 Corollaire : Tout polynome strictement positif sur K est dans le cone positif
S22+ pacS?P.

Démonstration :
C’est la méme démonstration que le théoreme 2.1.5 mais au lieu d’utiliser le lemme
2.1.2, on applique la proposition précedente 2.1.7. ]

Jusqu’a la fin de cette section, on ne s’occupera plus que de compacts semi-
algébriques.

2.1.9 Définition : Soit K = Nocicmp; (RT) est un compact semi-algébrique, on
pose P = {p1, -+, pm}- On dira que la paire (K, P) est représentable s’il existe un
polynome p dans 8% tel que p~!(R™) soit compact.

2.1.10 Proposition : Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un polynome p dans S% tel que p~*(R™) soit compact.
(ii) Toute forme linéaire positive sur S¥ admet une mesure de représentation.

29



(iii) Tout polynome strictement positif sur K est dans Sx.

Démonstration :
(i)= (i) Puisque p est dans S%, toute forme ¢, positive sur Sz, sera en particulier
positive sur 8? + pS%. Par le théoréme de [Sch2], il existe une mesure positive de
support dans p~}(R") qui vérifie

(2.1.26) ota) = [ o, 800, Vg < RIX)

Enfin, la positivité sur 8% assure que le support de p est inclus dans K.

(i1)= (iii) C’est la méme méthode que dans [Cas2], [Pu2], [Sch2] et caetera. Il suffit
d’utiliser un lemme di & G. CASSIER ou une de ses variantes dans [Pu-Vas2].

(iii)= (i) 1l suffit de prendre par exemple le polynome M — (3 + --- + t2), avec M
suffisamment grand. [

2.1.11 Exemples :

(1) C’est le cas du compact élémentaire K = [, [a;, b;] (a;,b; € R) muni de la
famille P = (p1, -+, pon) U p;(t) = t; — a; et ppyi(t) =b;—t; (i = 1,---n). En effet, si
on a une forme ¢, positive sur S, on peut utiliser la méthode de GELFAND-NAIMARK.
La positivité de la forme ¢ sur p,,;S? nous assure que 1’'opérateur multiplication par la
variable t; est borné dans I'espace de HILBERT associé a ¢. Et, en utilisant la mesure
spectrale associée a ces opérateurs, on obtient une mesure positive a support dans K.

(2) Dans le cas d'une seule variable, tout compact semi-algébrique muni d’une
quelconque famille de polynémes sera représentable (voir [Be-Mal).

2.1.12 Remarque : Tout compact semi-algébrique admet une famille finie de po-
lynomes telle que le couple soit représentable. C'est le théoreme de [Sch2]. Le probleme
est que, d’une famille a m polynomes, on passe a une famille a 2™ éléments.

(2.1.27) P = {pil---pik; i, ip € {1, m}, ogkgm}.

Enfin, on peut finir par quelques remarques sur le théoreme 1.4 de [Pu2]. On com-
mence par donner une petite correction a 1’énoncé. En effet, le théoreme tel qu’il est
écrit n’est pas juste. Il faut lire :

2.1.13 Théoréme : Soit K = No<i<mp; - (RY) un compact semi-algébrique de R™.
Supposons que les polynémes soient tous de degré pair tels que pour tout w € S™*
(sphére unité dans R™) il existe un i, tel que :

- . pi(rw)
(2.1.28) pi, (W) = rlggo degly) < 0.
Alors le couple (K, {p1,---,pm}) est représentable.
Démonstration :
Il suffit de reprendre avec attention la démonstration de M. PUTINAR. n
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Bien évidemment, comme le signale ’auteur, cette condition est loin d’étre nécessaire.
Nous pouvons pour conclure cette section en donner un exemple simple. On se place
dans R? et on pose :

p(z,y) =y —a®
2.1.29
( ) {p2(w,y)=—y—x2+1

On pose K = p;(R*) N py ' (R*). On voit rapidement que K est un compact inclus
dans la boule de centre O et de rayon v/2/2. De plus, on a py(x,y) = —22 = po(z, y).
En particulier, ces deux polynémes s’annulent simultanément en (0,1) et (0, —1). Un
calcul simple (dont on passera les détails) nous donne :

hoa? g = [(m(l—y))2+(:v(1+y))2+2_x2+§]

3 3 3 2
(2.1.30) 2
ot [b+ 052 e 527)

On en déduit que 4 — 2% — y? est dans S%. Enfin, par la proposition 2.1.10, le couple
(K, {p1,p2}) est représentable.
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Partie 11.2 Représentation sur un fermé non borné

En réponse au 179™M€ probleme de HILBERT, E. ARTIN prouve que tout polynome
positif peut s’écrire comme somme de carrés de fractions rationnelles. L’inconvénient
d’une telle décomposition provient du fait que ’on autorise toutes les fractions ration-
nelles. Dans cette partie, nous essayerons de donner une représentation plus précise de
polynomes qui sont strictement positifs sur des fermés de R™ en n’autorisant que des
fractions avec des dénominateurs « universels. »

Précisément, nous allons prouver que sous des conditions de positivité d'un po-
lynome naturellement associé ou sur des conditions sur les coefficients dominants, on
peut écrire des polyndomes strictement positifs sur R"” comme somme de fractions ra-
tionnelles avec des dénominateurs de la forme :

(1+) (1 + 82 BeZy, i=1,---,n.

Pour ce faire, on adapte des techniques de [Pu-Vas2], ou le cas de polynomes homogenes
a été traité avec des fractions ayant des dénominateurs d’un autre type.

2.2.1 Notation : Sit = (t,---,t,) sont les variables de R", Pour tout i = 1,-- -, n,
on pose :
0i(t) = (1+17)", t €R™

On définit la fonction € sur R™ par 0 = (64,---,6,). Alors pour tout multi-indice
= (B, -, 0,) dans Z';, on a :

0°(t) = 07" (t) -~ 0 (1), t €R"

2.2.2 Proposition : On définit la famille de fractions rationnelles suivante :
(2.2.1)

tilt? .. 'tfz” .
(L gd)m- (L gg)m
Ces fonctions forment une famille libre. De plus, si Ag est l'algébre des fractions ra-

tionnelles bornées avec des dénominateurs de la forme [0°(t)] 1, alors la famille (2.2.1)
est une base algébrique de Ay.

6{0,1}, mi€Zy, my>e, i€ {l,--- n)

Démonstration.
On va montrer cette proposition par récurrence sur la dimension n des variables de
départ. Pour n = 1, on prend un m-uplet (pq,- - -, i) dans C™. Supposons que nous
ayons ’égalité suivante :
m

5
(2.2.2) Z —L =0
— (1+17)
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Si p est le minimum de l'ensemble {m;;i € {1,---,m}}, p ne peut apparaitre que
dans deux fractions seulement :
1 t1
ou .
1+t 1+t

On note y, et y1, les coefficients devant ces deux fonctions. Dans ce cas, I'égalité (2.2.2)
implique que l'on ait :
t5
Z'ul 1+t2 m;— p_O
Ceci implique la méme égalité pour le passage a la limite :

: ty’
tllgréozﬂl 1+t2 mi—p

D’un autre coté, cette limite vaut :

On en conclut que p, et u; sont tous les deux égaux a zéro. Il suffit maintenant de
réitérer ce procédé pour obtenir que chaque nombre complexe pu, est nul. Ceci nous
permet donc d’initialiser la récurrence.

On suppose maintenant, que I’hypothese de récurrence soit vraie jusqu’au rang
d — 1. Soient puq, - - -, y; des nombres complexes qui vérifient 1’égalité suivante :

l € € € € €
tdm t2pt3p__.tdd7p tlp

> > -
p<1+t%>w-- (L+ &) PO By (L 23y (14 6)ms

On applique alors I'’hypothese de récurrence au rang 1, et on obtient :

€2,p4€3,p  4Edp
ERTERT

’u m m :0’

olt A.,, est 'ensemble des entiers p tels que (14 7)™ apparaissent dans la fraction

correspondante. Ces ensembles A, ,, forment une partition de {1,---,}. Ceci est vrai
pour chaque (d — 1)-uplet (tg,--,t;). Comme I'hypothese de récurrence est supposée
vraie au rang d — 1 , on obtient que p, est nul, quel que soit p=1,--- 1.

Pour vérifier que la famille est génératrice, on peut utiliser une récurrence. Dans
le cas d’une seule variable, si f € Ay, il peut s’écrire f(X) = P(X)(1+ X?)™™ avec le
degré de P deg(P) qui vérifie deg(P) < 2m. On fait alors la division euclidienne de P
par (1+X?2)™ pour obtenir I'égalité P(X) = ¢, (X)(1+X?)™+r(X) avec deg(q1) = 0 et
deg(r1) < 2m—1. Puis, on divise maintenant le reste 7; que I’on divise par (1+X?2)™!
pour obtenir 71 (X) = q(X) (14 X?)™ 1 +15(X) avec deg(ga) < 1 et deg(ry) < 2m —3.
On réitere le procédé pour obtenir pour tout k vérifiant 1 <k <m —1:

re(X) = g (X)(1 4+ X)) + e (X),
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avec deg(qr) < 1 et deg(ry) < 2(m — k) — 1. Finalement, on peut écrire le polynome
P sous la forme suivante :

P(X) =) qu(X)(1+ X" 41 (X),  deg(qr) <1, deg(rm) < 1.

Et donc, on a bien ’écriture suivante pour f :

qr(X) rm(X)
(14 X2)k=1 7 (1 4+ X2’

m

f(X) =

k=1

ol les numérateurs des fractions rationnelles sont bien de degré inférieur a 1.

Pour passer du rang n au rang n + 1, c’est la méme chose que pour montrer que
la famille est libre. Si f € Ay, il peut s’écrire f( Xy, -+, Xpt1) = P(Xq, -+, Xor) (1 +
XP)mm. . (14 X2,,) ™+ . Puis, on regarde P comme un polynoéme d’une variable X;
a coefficient dans I'anneau des polynémes de R[Xs, -+, X,,11]. On utilise la méthode
précédente (ceci est en effet possible car les polynomes (1 + X?)7% (1 < k < my) par
lesquels on divise sont unitaires dans R[ X5, - - -, X,,11][X1]) et 'hypothese de récurrence
au rang n (avec les variables Xy, -+, X, 11) pour conclure sur l'aspect générateur de
la famille de la proposition 2.2.2 dans 'algebre Ay. u

2.2.3 Remarque : Si A est une forme linéaire définie sur Ay, \ est complétement
déterminée par ses valeurs (via la proposition 2.2.2) :

) _ ( {5152 L g >
@+ ey

mi,,Mn
qui sont appelées les « moments » de la forme A.

2.2.4 Définition : On notera par ®(t1,---,t,) = [Ppq(t1, -, tn)]1<p<ni<q<s la fonc-
tion de R™ & valeurs dans R*" définie par la matrice suivante :

1 ty ty t2
(1411 (14t} 1+t 1+t

(2.2.3) O(ty, -+, tn) = : : : :
1 tn tn t2

| (1+) (+) (A+8) (1+8)

La fonction ® peut étre vue comme ayant des valeurs dans I’ensemble M,,,4 ol

M4 est Iespace des matrices a n lignes et 4 colonnes. Les deuxieme et troisieme

colonnes de cette matrice sont identiques. On utilise ceci ultérieurement afin d’obtenir
des informations sur le spectre joint d’un multi-opérateur borné (voir théoreme 2.2.7).

2.2.5 Lemme : La fonction ® est une injection de R™. De plus, son image est donnée
par ’égalité :
Ti1 > 0, Ti2 = T;3 Vi € {1,"‘,71},
@271 + a:%’2 + x?ﬁ, + I?A =1 Vie{l,---,n},
x?}l + xiQ =z Yie{l,---,n},
rig >0 Vie{l,--- n},

(2.2.4) O(R") =
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Démonstration.
Pour prouver l'injectivité, il suffit de remarquer que si [z, 4]1<p<n1<¢<4 €st dans 'image
de @, on a [z, 4|1<p<ni<g<a = P(t1,- -+, t,) oU (t1,- -, t,) est donné par :

ti="2 ie{l,---,n}
=02 e ()

Pour ce qui est de la description de I'image de &, il suffit d’utiliser les deux égalités

sur les fractions suivantes (pour tout i = 1,---,n) :
1 1 2 t. 2 1 2 5 t. 2 2 2 .
- 7)o (e) 2w) le) =t
1+ 2 (Lw9‘+g+ﬁ) ¢ 1+t * 1+t * 1+t

|
On définit alors des applications (B;,q)p,q sur l'algebre Ay grace aux relations sui-
vantes :

(2.2.5) Ag 3 f— Byy(f) = 0,,f € Ay
De I’égalité (2.2.4), on obtient que :

2 _
(2.2.6) > @, =n

1<p<n,1<q<4

2.2.6 Remarque : Si f est une fonction de Ay, f peut toujours s’écrire sous la forme
Po® ou P est un polynome de 4n variables. Cette représentation n’est clairement pas
unique. Par exemple :

? —

A+6)? 1+81+8 1+81+8

De plus, il est évident que ’on peut choisir le polynome P avec seulement 3n variables
en utilisant la « symétrie » de ®(tq,---,t,).

2.2.7 Théoreme : Soit A une forme linéaire définie sur Ag. Soit H ’ensemble inclus
dans RN, (avec N = 4n) donné par H = \J;_, H; si on pose :

. _ _ _ _ 2 _ ;
H, = {x: [Tpq] 0 min=Tio=xi3=0,2,4=1, [|z]| —n}, ie{l,---,n}.
St A\ est semi-définie positive, il existe une premiere mesure p, a support dans R", et

une seconde v & support dans H (ou H est inclus RY avec N = 4n) telles que pour
tout polynome P € Cn[X], on ait :

(2.2.7) A(Po(b):/ (Po(ID)dp—l—/ Pdv.

H

Démonstration.
Soit A une forme linéaire semi-définie positive sur Ay. On a pour tout multi-indice
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positif 3 : A(6°|f?|) > 0. En effet, il suffit de remarquer que 6° = @’f}lcbgi e @g’fl et
que chaque ®;; (i = 1,---,n) peut s’écrire comme somme de deux carrés : i = 1,- -+, n.

Par la transformation de GELFAND-INAIMARK, on définit un espace de HILBERT
H,, associé a la forme linéaire positive A (voir (1.2.8) jusque (1.2.11)). On peut définir
des opérateurs (B, q)p,q sur Hy de la méme maniere que I'on a défini les applications
(Bpg)pq sur Agp. Ces opérateurs (B, )y, sont, en fait, bornés, auto-adjoints et ils
commutent entre eux. De plus, ils vérifient les propriétés suivantes :

(2.2.8) B +B+ B +B,=Ip=1,-n

(2.2.9) Bl +Bly=Bp1,p=1--,n

(2.2.10) B,o=DBy3, p=1---,n.

(2.2.11) —I1 < B,, <1, pour (p,q) telque 1 <p<n, 2<qg<3.
(2.2.12) 0<B,,<I, pour (p,q) tel que 1 <p<mn, gqe€{1,4}.
(2.2.13) > B,=nl

1<p<n,1<q<4

Les propriétés (2.2.8), (2.2.9) et (2.2.10) proviennent des relations similaires de I'image
®(R™) (voir (2.2.4)). Pour les autres relations, on prend deux éléments f et g dans Ay,
et on note par f et § ceux de Ay /N définis par f+N et g+, respectivement. Alors,
on obtient :

<Bp7qfa §>/\ = A(q)p,qf-g) = )‘(f-%) = <]Fa Bp7q§>>\-

On en conclut que les opérateurs (B, ,),, sont symétriques. Afin de simplifier les
notations, on peut toujours supposer que p vaut 1. Pour les autres opérateurs, la
preuve est la méme a cause la « symétrie » de la famille.)

Comme nous avons 1’égalité :

(I)il + @%,2 + cbi3 + (1)3,4 =1,

en utilisant la linéarité de A et le fait que chaque polynome @, ; est a valeurs réelles,
on obtient les relations suivantes :

A3 = l|@11f + N|E+ [ @rof + N3+ [|Diaf +N|E + |[@raf + N2

= |Bi1f113 + 1|Biafl13 + ||Buafl3 + || Buafl3.

On en déduit que les By, pour ¢ dans {1,---,4}, sont des contractions, et donc en
particulier des opérateurs bornés.
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II ne nous reste plus maintenant qu’a prouver les relations (2.2.11), (2.2.12) et
(2.2.13). Comme l'on sait que ®;; = O, + &7, une fois de plus, en utilisant la
linéarité de A, on en déduit que :

(Biaf, F)a = M@11ff) = MO LfF) + NPT, ) = [|BiafIR + || Biafllz > 0.

De plus, comme B;; est une contraction auto-adjointe, il s’ensuit 'inégalité : 0 <
By, < I. Pour B4 c’est exactement le méme procédé qui fonctionne puisque P4 4
peut s’écrire ®F 5 + @7 ;. En utilisant la relation (2.2.8), on peut montrer que By et
B 3 satisfont a :

By + Bz <I.

Ceci revient a dire :
—I < Bip=B13<1I.

Enfin, pour ce qui est de (2.2.13), il nous suffit d’utiliser (2.2.6). Comme toutes ces
égalités et inégalités sont vraies sur le quotient Ay/N qui est un sous-espace dense
de 'H,, ces relations sont également valables sur H) en utilisant la continuité des
opérateurs.

On notera par B la famille commutative formée par les opérateurs auto-adjoints
bornés (B, ;)1<p<n1<q<4- On notera o(B) le spectre joint de B. Bien évidemment, o(B)
est un sous-ensemble compact de (R*)™. De plus, en utilisant la théorie de GELFAND,
on voit que chaque élément du spectre joint est, soit inclus dans ®(R™), soit inclus
dans au moins un des H;. Pour ceci, prenons un x € o(B), et soit v un caractere
(forme linéaire multiplicative) associé a x. On notera par (7;;)i<i<ni<j<s4 la famille
(7(Bij))1<i<ni<j<s4. En utilisant les propriétés (2.2.8), (2.2.9), (2.2.10) et (2.2.12), on
montre que = = (7;;)1<i<n,1<j<a €st dans ®(R") si et seulement si chaque ~; ; est non
nul; si  n’est pas dans ®(R"), il existe un entier iy dans {1,---,n} tel que v;,1 = 0.
Alors, en utilisant (2.2.9) 75,2 = 7,3 = 0 et en appliquant les relations (2.2.8) et
(2.2.12), on obtient également que 7;,4 = 1. Par conséquent, x est dans H;,. Ceci se
résume par 'inclusion :

(2.2.14) o(B) C ®(R") U H, d(R") N H = 0.
On définit alors deux boréliens oy et o; de RV :

op=0(B)NH,
{ o1 =o(B)NO(R™).

Comme B est une famille commutative d’opérateurs auto-adjoints, B admet une me-
sure spectrale jointe E. On peut noter que oy et o; sont deux ensembles disjoints.
Par eux, on définit deux mesures positives en posant pour tout ensemble 7 de la tribu

borélienne de RV :
{ v(T) = (E(T Nog)l,1),.
pu(r) = (E(trNoy)l, 1),,

Par un changement de variables, on construit une troisieme mesure positive p par les
égalités :
p(t") = p(®(r')), V7’ borélien de R".
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On peut noter que p est bien une mesure puisque ¢ est une bijection de R” sur ®(R")
par le lemme 2.2.5, et par conséquent on peut toujours écrire :

p(r') = u([@771(7)).
Alors, nous obtenons :

)\(Po<1>):<P(B).1,1>A:/ P.d(E.1,1),.

RN

De plus, on sait que :
(E(T)1,1)y = (E(tNoo)L, 1)y + (E(tNoy)1,1),.

Par conséquent, A\(P o ®) peut s’écrire :

A(Po@):/ Pdu+/ Pdv.
(R") RN

Comme v est a support dans H et u dans ®(R™), cela revient a :

)\(POCI)):/ Pd,u—l—/PdV:/ (Po@)dp—l—/Pdu.
®(R™) H n H

Et, par conséquent, on obtient bien la représentation désirée sous forme d’intégrales :

)\(Pocb):/n(PocI))der/de.

H

|
2.2.8 Corollaire : Soit (11, -, Tn) un m-uplet de fractions a coefficients réels dans
Ay. Soit T; un polynome a 4n variables tel que 7; = T; o ®, pour j dans {1,---,m}.

Supposons, enfin, que X soit une forme linéaire semi-définie positive sur Ay telle que
Uon ait : X(7;|f?]) >0, Vje{l,---,m}.

Alors, on peut trouver deur mesures positives p et v, a supports respectifs dans
N (Tjo®) 1 (Ry) et ﬂjY”J-_l(R+) telles que, pour tout polynome P dans Cy[X], on ait :

(2.2.15) AP o®) = /(Po(I)) dp+/ Pdv,

!

ou I et H' sont les ensembles ﬂ(T] 0¢) HRy) et HN ﬂTj_l(RJr) respectivement.
J J

Démonstration.
Comme A(7;]f?|) est positif pour tout entier j € {1,---,m}, on obtient que les
opérateurs (1;(B)); sont des opérateurs positifs également ; en effet :

(Ti(B)f, [)x = (T 0 @F, f)x = (75f, F)a = Mz f*) > 0.
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A nouveau, on va utiliser la théorie des caracteres de GELFAND. Si v en est un, on
obtient en utilisant la linéarité et la multiplicativité que T;(y(B)) = v(1;(B)) > 0. On
en déduit que v(B) est inclus dans Tj_l(RJr), et par conséquent, la mesure spectrale
associée au spectre joint o(B) a son support inclus dans ijj—l(Rg. n

Maintenant que 'on a décrit les formes linéaires semi-définies positives sur 1’algebre
Ay, on peut utiliser cette décomposition en somme de deux intégrales par rapport a des
mesures positives pour décrire la structure de certains polynomes strictement positifs.

On commencera par rappeler un lemme dia a M. PUTINAR et F.-H. VASILESCU
(voir lemme 4.1 de [Pu-Vas2] qui formalise une idée de G. CASSIER dans [Cas2]).

2.2.9 Lemme (Putinar-Vasilescu 1999) : Soit S un espace vectoriel réel, et soit C
un cone positif convexe inclus dans S tel qu’il vérifie ’'égalitée S = C—C. Supposons que
l'on puisse écrire C sous la forme Ug>1Cq ou les Cq sont également des cones convezes,
tels que l'ensemble Sy = Cq4 — Cq soit un espace vectoriel de dimension finie, ceci pour
tout entier d > 1.

Notons par int(Cq) Uintérieur de Cq en tant que sous-ensemble de [’espace euclidien
Sa-

Supposons qu’il existe un élément & € Cy qui vérifie, pour tout d strictement positif
et pour toute forme linéaire non identiquement nulle de S qui est positive sur Cq,
p(&) > 0.

Soit ro € Sa,\int(Cyay), 0u dy est un entier strictement positif; alors il existe une
forme linéaire x définie sur S et a valeurs dans R telle que x(ro) < 0 et telle que x
soit strictement positive sur int(Cy) pour tout entier d plus grand que dy.

En particulier, la restriction de la forme x a C est positive.

2.2.10 Définition : Pour tout entier positif d, on définit ’espace vectoriel F; en
posant :

Fi={g9(t) = Zaaﬁtae(t)ﬁ tel que « <26 <4D}, D=(d,---,d).
a,B

Si P est un polynome défini sur R™, on notera par §;(P) le degré de P en tant que po-
lynoéme en une seule variable X; a coefficients dans I’anneau euclidien R[X7, - -+, X, _,
Xjt+1, -+, X,]. De plus, on notera par §(P) (et on l'appellera le multi-degré de P), le
multi-indice suivant :

(2.2.16) I(P) ={01(P),--+,0n(P)}.

Soit C le cone positif engendré par les éléments de la forme r? (r € Aj) et
PgvFi)/2s2 (s € Ag), ou les polynomes Py, -+, Py, sont réels et fixés & multi-degrés
pairs.

De la méme maniere, on notera par X le cone positif inclus dans C engendré par
les éléments de la forme r? (r € Ay).

Enfin, si P est un polynéme qui s’écrit P(X) = Z Jo X tel que son multi-degré
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soit pair, on définit le polynome P en 3n variables par la formule :

(2.2.17) P(X,Y,Z) = Zg XBye—28 75 +6-a

le polynome P sera appelé dans cette section polynome associé a P. De fagon équivalente,
on peut écrire P sous la forme :

- 5(P X Y
2.2.18 P(X,Y,Z o a2,
( ) (X,Y,Z) = Z 90(Z)"(3)
ott 3 est le multi-indice ([%],-- -, [%]) ([] représente la fonction partie entiere ). Dans

la suite, ce polynéme P sera composé a droite par la fonction ® ( en regardant P
comme un polynéme & 4n variables). Afin de bien comprendre la fagon de composer,
il est plus simple de réindexer les différentes variables. En se souvenant que chaque
élément de ®(R™) peut se mettre sous forme matricielle © =[x, 4]1<p<n,1<¢<4, ON écrira
P de la maniére suivante :

-ZB(Xl,la e 7Xn,4)
(2.2.19)

on (P +Bn—an

:ZgaXﬁ"'XgAXﬁi o Xzz BXll e X

n,l

Cela signifie que les n- Variables X, Y et Z vont jouer le role de (®q4(2),---, Ppa(t)),
(Pra(t), -, Pna(t)) et (P11(t), -+, Pna(t)) respectivement. Alors un calcul simple
permet de relier P et P. Si on a P, alors :

(2.2.20) P(t)@i( ) = Po o(t), VteR™
Si on connait p, on peut retrouver P par :

(2.2.21) P(t't,1) = P(t), VteR",
olt t/ vaut (t2,---,t2).

On peut noter, enfin, que la formule (2.2.19) nous donne un moyen explicite de
trouver P pour un P donné.

2.2.11 Théoréeme : Soit (P, -+, Py) un k-uplet de polynomes de multi-degrés pairs

2D1, -, 2Dy, respectivement. Supposons que. P soit un polynome strictement positif sur
Nk, P~ ( )\ {0}, de multi-degré 2D. Si Py, - - -, Py, P~50nt les polynomes associés a
Pl, -, Py et P respectivement, et si ce dernier vérifie P(t) > 0 pour tout t dans H N

ﬂlepfl(RJr) ot H a été défini au théoréme 2.2.7 alors, il existe un multi-indice positif
M et un nombre fini de polynomes a coefficients réels notés {qi}ier et {di}ic(1, - k}ier/
tels que :

(2.2.22) Pty =0t () + D> P(t)g,(t),t e R", M € Z}.

leL i=1 lel’
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Démonstration.
On va commencer par montrer que l'on peut appliquer le lemme 2.2.9 et donc vérifier
que toutes les hypotheses sont bien satisfaites. Pour ce faire, on pose Cy = C N Fy
et 8 = C4 — Cy4. De maniere évidente, Sy est un espace vectoriel. De plus, comme
nous avons les inclusions Cy C Sy C Fy, Sy est de dimension finie. Pour prouver que
Ay = C —C, il suffit de remarquer que tout élément f de S peut s’écrire :

F= (-1 1),

L’ensemble (Cyy1 NSy) est inclus dans (Cqr1 NFy) = (CNFyr1NFy). On en déduit que
(Car1NSy) = (CNFy) = Cq4. De plus, grace aux trois inclusions suivantes (Cqy1 NSy) C
Ca, Cq C Cyi1 et Cq C Sy, on obtient (Cqr1 NSy) = Cy.

Il nous faut maintenant trouver un élément £ € C; tel que, pour tout entier stric-
tement positif d et pour toute forme linéaire non nulle ¢ dans & qui est positive sur
Ca, on ait p(§) > 0.

Prenons £ = 1, et fixons un entier naturel d. Soit ¢ une forme de S qui s’annule
en &, p(€) = 0. On va prouver que ¢ est identiquement nulle sur S;. Pour cela, il suffit
de prouver que ¢ = 0 sur C.

On définit la fonction F2P () = (1+¢3)%. .. (1+12)%?; alors F?P(t) est une somme
de carrés o apparaissent les monomes t2¢ = tfal .- t22n pour tout a; plus petit que
2d (i =0,---,n). Alors, on obtient :

t20¢
1l————€¢ Vo < 2D.
F2D(¢) ds X =
tQOc
Comme nous avons supposé que ¢(1) = 0, on en déduit la positivité de —¢| F2D<t)] 2

t2a +o
F2D(t)] = SO[(FD(t)

0. Or on a également : @] )?] > 0. En conclusion, cela démontre

I’égalité suivante :

t2a
2.2.23 ——| =0, Va < 2D.
Soient o < 2D et 3 < 2D deux multi-indices. Alors les fractions Fgl(t) et Féﬁ(t) sont
dans F,. Pour tout nombre 1 € R, on a :
> t,ﬁ' tQB toz—f—,@ t20¢
> 0.

wKETKwA%MPT“ﬂ)ﬂ==M%ﬂgaga5]+2#wLFﬂxﬂ]+wﬂFQD@)]_

Grace a 'égalité (2.2.23), nous obtenons :

tZﬁ t2a
SO[FT@)] = W[FT@] = 0.
s
Comme pour tout nombre réel p, M’O[FT(t)] est positif, il en découle :
to+P

71



Si maintenant, on a o < 4D, on découpe « en aq + g avec ay < 2D et ag < 2D. En
appliquant le résultat précédent a a; et as on obtient :

foarto B e

(2.2.25) ] =0, Va < 4D.

Il ne nous reste plus qu’a prouver que go[th—a(t)] est nul quand a < 26 < 4D. Pour ce
faire, pour tout i € {1,---,n}, on écrit 3; = 2k; + &;, avec ¢; € {0,1}. Alors, on peut
donner les égalités :

n

t tr
=11 L ol By(t) =1+t
Fﬁ(t) i=1 FiQki+€i (t) ( )

n n

o o o
EB (t) - H F?’ﬂ-ﬁ-a : H F2ki+€i (t) ’

i=1,6,=0 " i i=l,e,=1""4

Soit I 'ensemble des entiers ¢ tels que g; = 0, et soit I’ 'ensemble des entiers 7 tels
que ; = 1. Si (ey, -+, e,) est la base canonique de R™, on décompose en deux cas :
(a) Sii € I, de l'inégalité oo < 23 < 4D, on obtient a; < 4k; < 4d. On a alors :

t?i t?i F(Qd—2k,-)ei (t)
F@kiei(t) T pRde O

ou le degré du numérateur est «; + 2(2d — 2k;), qui est toujours inférieur a 4d.
(b)Siie Il grace a o <203 < 4D, on en déduit o; < 4k; + 2 < 4d.
t trEe(t)

? —

F(ka'-f-l)@i(t) - F(2ki+2)e; (t)

Comme 2k; + 1 < 2d, 2k; + 2 < 2d, et on voit :

t?i - t;)éz Fei (t)F(Zd—?ki—2)ei (t)
F(2ki+1)e; (t) - F(2d)e; (t) ’

ou le degré du numérateur est ; +2+2.(2d —2k; —2), ce qui n’excede pas 4d également.
Si on utilise, maintenant, 1’écriture :
PP
FA(t) — F2P(t)

quand o < 23 < 4D, on peut utiliser les égalités (2.2.25) pour en conclure :

ta
Fo(t)

(2.2.26) | ] =0 quand o <203 < 4D.

Par conséquent ¢ est identiquement nul sur ;. On peut donc appliquer le lemme 2.2.9
a notre cadre.

Nous avons clairement P#°(")/2 qui est inclus dans F; = S;. Supposons que P#(F)/2
ne soit pas dans Int(Cy); par le lemme 2.2.9, il existe alors une forme linéaire ¥
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définie sur Ay et a valeurs dans C telle que sa restriction a C soit positive et telle
que W(PO°*P)/2) soit négative. Grace a la positivité de ¥ sur C, on peut appliquer le
corollaire 2.2.8. Ceci entraine qu’il existe deux mesures positives p et v telles que 'on
ait :

(2.2.27) U (PeOPI2) = /1 P o ®(t)dp(t) + / ,15(:5) dv(z),

ot Pod = PeoP)/2 | = NP7 (Ry) et H = H N ﬂj]j’j_l(]l&r). Si le support de v
est vide, alors le spectre o(B) est complétement inclus dans l'image par ® du support
supp(p) de p, qui est un ensemble compact non vide. Mais on a supposé que P était
strictement positif sur I'ensemble I, donc il en est de méme pour la fonction P@°(*)/2
qui est P o ®. Dans ces conditions, on a :

/ Pod(t)dp(t) > 0.

1

Si v a un support non vide, comme nous avons supposé que P(z) > 0 sur supp(v), on
a:

//P(:ﬁ) dv(z) > 0.

Les deux mesures ne peuvent avoir toutes les deux un support vide simultanément car
o(B) est non vide. Dans tous les cas, on obtient :

3(P)

2):/ ﬁod)dp+/pdy>0.
n H

Comme ceci est clairement impossible, on en déduit que PA*P)/2 est dans l'intérieur
d’au moins un Cy4, et en particulier dans un Cy. Par conséquent, il existe un nombre
fini d’éléments dans Ay, {q}ier et {Gii}ic(1, k}er, tel que :

P(t)0 HENE = ZQI + ZZP /2%21( t), vt € R,

leL =1 leL’

(2.2.28) 0> W(Po

ce qui revient a écrire que :

(2.2.29) P(t)=> i)+ Z > R0 g, (1), V€ R,

l'ely i=1 I'eL]

ot les {q1 rer, et les {qi iy }bie(, k). rer ne sont pas nécessairement dans Ay (puisque
le fait de multiplier par §(¢)°")/2 ne nous permet plus de dire que ces fractions sont
nécessairement bornées), mais leurs dénominateurs restent de la forme [0(¢)¥]7! ( F €
7). En mettant tout au méme dénominateur, en utilisant le fait que chaque 6(F;) est
pair, on obtient :

(2.2.30) P(t) =06 (> ri(t) + Z > Pty (1)t € R,

l'el’ i=1l'el’
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ott les {ry, 75y rer e,k sont polynomes de R, [X]. ]

2.2.12 Corollaire : 5i P est un polynome en n variables tel que son polynome associé
P est strictement positif sur RN \ {0}, alors il existe un multi-indice M dans Z7. tel
que l'on ait :

P(t) =600 {Y_¢i(t)}, VteR",

leL
ot les {q }ier sont des polynomes de R, [X].

Démonstration.
Comme P est strictement positif sur RV \ {0}, P est strictement positif sur R” grace
a Pégalité (2.2.21). En particulier le multi-degré de P doit étre pair. On peut donc
appliquer le résultat précédent avec pour polynomes (F;); le monéme identiquement
nul. ]

Le résultat suivant montre que, sous certaines conditions sur (uniquement) les
coefficients dominants, on peut avoir une représentation du type de celle du théoreme
2.2.11.

2.2.13 Théoreme : Soit P un polynome strictement positif sur R™ tel que l’on puisse
I’écrire sous la forme :

Pity=( > baut™) + Q1),
ce{0,137\{0}

ot les réels bopr sont strictement positifs pour tout e . St 2M = (2my,---,2m,,) est le
multi-degré de P, on supposera que 6(Q) < 2M.
Alors, il existe un multi-indice N dans Z} tel que l'on ait :

P(t) = "N (O){) ¢ (t)}, teR",

leL

ot les (qi)ier, sont des polynomes de R, [X].

Démonstration. .
Soit §(P) le multi-degré de P, 6(P) = (2my,---,2m,,). Alors la fraction P(t)0 2 (¢)
est dans l'algebre Ay. Soit X le cone positif défini au début de la section. Comme dans
le théoreme 2.2.11, on peut utiliser le lemme 2.2.9 en posant ¥, = F4 N . Supposons
que P(t)§°")/2(t) ne soit pas dans Int(X,), alors il existe une forme linéaire ¥ de Ay
dans C telle que sa restriction & ¥ soit positive et telle que W(P#°(")/2) soit négative.

Grace a la positivité de ¥ sur X, le théoreme 2.2.7 est applicable. Ceci entraine
qu’il existe deux mesures positives p et v telles que 'on ait :

U(PHORI2) = /

Pod(t)dp(t) + /H P(x) dv(z)

n

— [ PeeE e + [ Pl dvio)

H
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Si supp(p) n’est pas vide, alors on a :

/ P(#)PV2(t) dp(t) > 0.

Dans le cas contraire, forcément nous avons supp(v) # @ ; soit ¢ € supp(v), ¢ € (R*)".
Alors, il existe un entier jy dans {1,---,n} tel que :

(2'2'31) (Cjo,la Cjo@a <j0737 Cjo#l) - (O’ 0,0, 1)

(de la décomposition de o(B) en deux parties disjointes incluses respectivement dans
®(R™) et dans H). Par un changement d’indices, on peut toujours supposer que jo = 1.

On notera par M’ le multi-indice (msy, -+, m,). Dans ce cas, on a :
5(P) 5(P)
PO ()= > b0 (1) + 07T Q).
ee{0,1}"\{0}
_ (0,2¢'M") 222
(2.2.32) = D boeart 6= (1)
e’e{0,1}n~1\{0}
(0.9 M7 2P s(P)
ST DO (1) 4 6% (10)QU(1).

e'e{0,1}n—1

Alors, en utilisant la formule (2.2.19) on obtient :

P([E) = Z bO,e’M’ (x1’1>m1 (i‘l)E/M/
e’e{0,1}—1\{0}
(2.2.33)

+ Z by e (1,4)™ (@M + 211Q1 (%) + 212Qa(2),
e’e{0,1}»-1

: S\ M T S0, (1e)m
avec la notation (z') = [l xis w5, . Comme nous avons supposé que le

quadruplet (¢i1, G2, C1.3,G1.4) = (0,0,0,1), on obtlent :
P(C) = Z bm1,€’M’(§1)6/M,7

e’e{0,1}—1
avec la méme notation (Cl)f M’ H C‘fﬂmz le ej)m;

Soit b le minimum de ’ensemble {b,,,, a7, €’ € {0,1}""'}. Comme tous les nombres
réels (4 et ;1 sont positifs, on minore :

(2.2.34) PO =b > (M =b > H S (mem,

e’e{0,1}—1 e’e{0,1}n—1 j=2

n o egmy -(1—gj)
On peut remarquer que dans la somme » cef0,1}n1 [T G G
n m] . . N
de la forme [] j—2 G+, apparaissent une fois, ot *; prend les valeurs 1 et 4, donc cette

expression peut également s’écrire :

Z HCE]mJ 1 gj)m H(ij _|_<° )

e’e{0,1}n1 j=2 J=

ms 717
7 tous les éléments
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Par conséquent, on obtient :

n

(2.2.35) PO =b] (¢ +

Jj=2

Enfin, puisque (j; et (;4 sont positifs et ne peuvent s’annuler simultanément, pour
tout entier j (comme ¢ est dans le spectre de B, en utilisant (2.2.8), (2.2.9) et (2.2.12),
on sait que si j est nul on a (j4 = 1), on obtient P(¢) > 0, ce qui entraine bien str :

/de>0.
H

Comme les deux supports ne peuvent étre vides simultanément, on obtient :

):/ Po@dp+/15dy>0,
n H

avec Po® = PO*(P)/2, Ceci étant clairement impossible, on en déduit que POF)/2 est
dans l'intérieur d’'un des cones X, et, en particulier, dans un ;. Par conséquent, il
existe un nombre fini d’éléments dans Ay, notés {q;}icr, tels que :

PO’ =3 "qi(t), teR™

leL

3(P)

0> W(Po =

En conclusion, il existe un nombre fini d’éléments de R, [X], {q} }rer/, vérifiant :

(2.2.36) =" () ) qi(t), teR™

l'el’

Ceci acheve la démonstration. ]

Le théoreme 2.2.13 nous donne une représentation de polynomes strictement po-
sitifs sur R”, ot nous ne demandons pas des conditions de positivité sur le polynome
associé. Ce résultat peut étre vu comme un cas particulier du théoreme d’E. ARTIN
qui répond au 17"¢€ probleme de HILBERT (posé a Paris en 1900).

2.2.14 Exemple : Comme nous 'avons déja dit dans I'introduction, un des exemples
les plus simples de polynomes strictement positifs qui ne peut s’écrire comme somme
de carrés de polynomes est celui trouvé par MOTZKIN en 1967 :

virs(z]+ a5 —1) + 1.
On pose le polynome suivant :
P(z1,29) = 2925 + 28 + 25 + 23235 (2% + 25 — 1) + 1.
Un calcul simple nous donne :
P(X,Y,Z) = X3X3+ X323+ Z3X3 4+ X2 2, X0 Z2 + X\ 22 X322y — X0\ 22 X0 22 4 Z3 73
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En particulier, P(X,Y,0) = X?X3, donc P ne vérifie pas les conditions du corollaire
2.2.12. Néanmoins, en utilisant le théoreme précédent 2.2.13, P est dans le cone posi-
tif 2, c’est-a-dire qu’il peut s’écrire comme somme de fractions rationnelles avec des
dénominateurs de la forme [¥]™ avec F dans Z2.

La proposition suivante généralise le théoreme 2.2.13, la démonstration utilisée en
est tres similaire. L’avantage du théoreme 2.2.13 est que nous avons un exemple concret
de décomposition de P qui convient alors que, dans ce qui suit, on suppose qu’il existe
une « bonne décomposition. »

2.2.15 Proposition : Soit (Py,---, P,) un m-uplet de polynémes en n variables,
positifs sur R™. Soient gy et g1 deux polynomes tels que 3(go) < 0(g1). Supposons
que le polynéome ¢, associé a gy vérifie gi(x) > 0 pour tout x dans H' (H' défini au
corollaire 2.2.8). Si P = go+g est strictement positif sur (-, P, ' (RY), alors il existe
K dans Z7 tel que :

P(t) =0 {d_ai(t) + ) Y Pult)aiy(t)},t € R,

ot les q et les q, sont des polynomes.

Démonstration.
C’est la méme méthode que celle du théoreme 2.2.13. Si P ¢ Int(Cy), il existe une
forme linéaire A sur S telle que I'on ait :

AP/ = / Po®dp + / Pdy = / PO 24y 4 / Pdy
1 4 I /

Si on a supp(p) # 0, I'inégalité suivante est vérifiée :

/ POOPI2q, > 0,
I

par le corollaire 2.2.8. Or,

~ X Y
o(P)/2 3 a—208
(2.2.37) pP= Ea 2PN (D) (),

si on utilise la notation habituelle pour P, comme P = gy + g1, on a P = §; + Q on

Q = Z xl,&l T xnyanalv'“v‘E" (m)

eie{1,2}5i=1,n

Donc si ¢ est dans I'ensemble o(B) \ ®(R"), P(¢) = ¢i(¢) > 0 car, par le théoréme
2.2.8, ( € H'. Dans ce cas, on obtient :

/ Pdy > 0.
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Enfin, on conclut comme dans le théoreme 2.2.13. ]

2.2.16 Remarques :

(1) La méthode que nous avons utilisée ici pour la représentation de polynomes
positifs sur des ensembles semi-algébriques se généralise au cas des polynomes positifs
sur un fermé quelconque de R™. 1l suffit de reprendre I'idée de la section 1 du chapitre I,
c’est-a-dire travailler avec une famille dénombrable de polynomes plutot qu’une famille
finie comme cela a été le cas dans toute cette section.

(2) Afin de ne pas trop compliquer les notations et, en accord avec les résultats parus
dans [De|, nous nous sommes seulement occupé de fractions avec des dénominateurs
du type :

(L) (1 +2), B €Zy, i=1,-,n

Mais, comme cela a été le cas dans la section qui traite du probleme des moments
non bornés, on aurait pu travailler sur des fractions avec des dénominateurs plus com-
pliqués. L’inconvénient aurait alors été de donner des exemples concrets de polynomes
vérifiant les conditions des théoremes trouvés.

(3) On peut remarquer que les méthodes utilisées nous permettent de controler les
puissances apparaissant dans les dénominateurs des fractions qui interviennent dans
les décompositions.

Jusqu’a présent, nous nous sommes occupés de polynomes de multi-degrés pairs.
On peut donner des représentations pour des polynomes de multi-degrés quelconques,
mais & ce moment la, nous ne pourrons pas uniquement utiliser des fractions ration-
nelles mais nous serons amené a introduire une algebre de fractions ou les dénominateurs
seront du type suivant :

Les preuves seront semblables a celles déja utilisées dans cette section.

2.2.17 Définition : Pour tout multi-indice 8 = (31, -+, 3,) dans Z7, on définit les
fonctions A® sur R” et & valeurs dans R par les relations :

AP(E) = AT () - AP(t), ot Ay(t) = (14+2)7V2 teR™

On définit comme précédemment ’algebre A comme étant ’ensemble des fractions
bornées avec des dénominateurs de la forme : [A®(¢)]71. Alors la fonction ¥ de R™ &
valeurs dans M,,y» sera donnée par la formule :

1 t
(T+tHY2 (1 413)1/2

(2.2.38) W(t1, - tn) = [Upqlts, tn)li<pn,1<q<2 = : :
1 £
(1+e2)12 (1+2)1/2
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2.2.18 Remarques :

(1) Comme dans le lemme 2.2.5, la fonction ¥ est injective sur R". En effet, si on a
T = (Tpg)i<p<ni<g<2 € V(R"), on peut écrire v = V() avect = (x12/T11, "+, Tna/Tn1)-
De plus on peut décrire completement 'image, W(R™), de ¥ :

T = (Tpg)1<p<n,1<g<2;
(2.2.39) U(R") = zig >0, Vi€ {1,---,n},
zi +xi, =1, Vie{l,---,n}

P x0>

Ar 3 f—= Cpo(f) =V, f € Aa.

(2) On peut associer a chaque polynéme P, un second P qui est homogene en
chaque variable : si on écrit P(X) = ) coX?, son polyndme homogéne associé sera :
(2.2.40) P(Z,X)=2"") "¢ (5)0‘ = X 2P = Z“P)P({).

? (67 Z (0% Z

« «

On peut relier les polynomes P et P par les deux égalités suivantes :

~

(2.2.41) P(1,t) = P(t), VteR"

(2.2.42) PoU(t) = P()AP)(t), VteR™

(3) Les relations (2.2.40) et (2.2.41) nous montrent que 'on peut envoyer chaque
polynome dans A via son polynome homogene associé et une composition par V.
Inversement, chaque élément f de Aa peut s’écrire sous la forme P; o ¥ pour un
certain polynéme Py en 2n variables (sa représentation peut ne pas étre unique). Cette
derniere remarque nous autorise a voir que le théoreme suivant est en fait valable sur
tout Aa.

2.2.19 Théoreme : Soit X\ une forme li€aire semi-définie positive sur Aa, telle que
ey oen (%) = A(ATrrTFenns) soient aussi semi-définies positives, pour tout (€1, - -, €y,)
dans {0,1}". Alors il existe une mesure p, & support inclus dans R™, et une seconde
v, a support inclus dans G, telles que pour tout polynome P € Co,[X], on ait :

(2.2.43) )\(Po\IJ):/ (Po\Il)dp—i—/de.
n a

ot G est l'ensemble |J._, G; avec G; = G; UG,
G; = {z= (xP,Q>;xi,1 = 0,22 = -1, H‘%‘H2 =n}, Vi€ {1,---,n}.
Gj = {$ = (xp,q)§xi,1 = 0737@'72 = +1, ||.TH2 = n}7VZ < {17 T ,Tl}.

Démonstration :
On utilise la construction de GELFAND et NAIMARK. Soit A une forme comme dans
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I’énoncé. Alors nous avons A(AP|f]?) > 0 grace aux conditions de positivité des formes
linéaires A, ..., (*). Soit H) l'espace de HILBERT associé¢ a A dans la construction de

~

GELFAND et NAIMARK. On définit les applications (C) 4)1<p<ni<q<z sur H, comme

A

Vont été les (Cp4)1<p<n,1<q<2 SUr Aa ; les opérateurs (Cy4)1<p<n,1<q<2 sont tous bornés
et auto-adjoints. De plus, cette famille C' est commutative et vérifie :

(2.2.44) C2 +C2, =1, forpin {1,---,n}.
(2.2.45) 0<Cpy <1, for1 <p<n.
(2.2.46) >, =nl

1<p<n,1<q<2

Les propriétés (2.2.44) et (2.2.46) se déduisent directement de celles des éléments de
\II(R’i) Pour ce qui est des autres, on prend deux éléments f et g dans Aa, et on note
par f et g les éléments f + N et g+ N de Ax /N, respectivement. Alors, on obtient :

<ép7qf> §7>A = )\(\ij,qf-g) = )‘(f'm) = <f> ép,qg>>\-

Ceci entraine que tous les CA’M sont effectivement des opérateurs symétriques. On sait
également 1'égalité :
2 2
@p71 + \:Pp72 = 1-

Ceci entraine, en utilisant la linéarité de X\ et le fait que chaque V¥, , est a valeurs
réelles, que 'on obtient la relation :

IR =11 f +NIE + Wy f + NS
(2.2.47)

= |Co1 FII5 + [|1Cp2 flI3-

Donc, on en déduit que chaque opérateur CA’M est une contraction. De plus, la propriété
(2.2.45) provient de la contractivité et de ’hypothese de positivité des formes linéaires
A10.05" "5 Ao.01. Comme toutes ces identités et inégalités sont vraies sur Aa /N,
qui est un sous-espace dense de H,, ces relations restent vraies sur H,, grace a la
continuité des opérateurs.

N ~

Soit o(C') le spectre joint de la famille commutative d’opérateurs (Cj;)1<p<n,1<q<2
auto-adjoints ; U(C’) est un sous-ensemble de R?". Alors, grace a la théorie de GELFAND,
chaque élément de ce spectre joint est inclus dans W(R™) ou dans au moins un G
(cela dépend du fait de la positivité ou de la stricte positivité de tous les v(Cp1)
ol 7 est un caractere). On divise J(C’) en deux sous-ensembles boréliens disjoints :

oo = o(C)NY(R™) et 01 = o(C') N G. Puis, on introduit des mesures positives grace
a ces sous-ensembles :

v(t) = (E(Tt Nop)l,1),,
(2.2.48) w(t) = (E(rNo1)1, 1)y,
p(1") = p(¥(r")),



pour chaque paire (7,7’) (7 dans la tribu borélienne de R*" et 7/ dans celle de R™), ol
E est la mesure spectrale associée a la famille commutative C'. Alors, on a :

A(Po\If)z(P(é)l,l)A:/ Pd(E.1,1),.

R2n

Ceci implique 1’égalité :

/\(Po‘lf):/ Pd,u+/de:/ (Po\IJ)dp+/Pd1/.
T(R") G n G

Si 'on demande des conditions de positivités supplémentaires, on peut connaitre
plus précisément les supports des deux mesures positives u et v. Ceci se traduit par le
résultat suivant :

2.2.20 Corollaire : Soit (11, -+, Tm) un m-uplet d’éléments, a coefficients réels, dans
An. Il existe des polynomes T; a 2n variables tels que 7, = T; o W, pour tout j dans
{1,---,m}. Soit également X forme linéaire semi-définie positive telle que les formes
suivantes (A, ..., (¥) = MA et Fenengl L enefonr et [NT%)]jeq,...m}y soient aussi
semi-définies positives. Alors, on peut trouver deux mesures positives p et v, dont leurs
supports soient inclus dans N;(T; o W) 1 (R,) et ﬂjTj_l(RJr) respectivement, telles que
l'on ait :

(2.2.49) AP o) = /(P o W) dp + / Py,
I !’
ou, I est l’ensemble ﬂ(TJ oU) I (Ry) et G =GN ﬂTj’l(RJr).

J J
C’est exactement la méme démonstration que pour le corollaire 2.2.8.

2.2.21 Notation : On notera par D le multi-indice (d,---,d) et soit (Py,---, Py)
k-uplets de polynomes. Alors, pour chaque entier positif d, on définit :

Qi ={g(t) = Zaa,gtaA(t)ﬁ avec a < 3 < 2D}.
a,s

On pose maintenant C' comme étant le cone positif engendré par les éléments de
Pensemble {r?, Wy ; - Wy 72 P AFm)s? ot Wy -y 5 P A s2 ot 1 s € A,
(i, 51) € {1,--+,n}, 1 <m < k}. De la méme maniere, on note par ' le cone posi-
tif inclus dans C’ et engendré par les éléments {r?, Wy j, - - Wy ;7% 7 € Aa, (j1, -+, J1) €
{17 U ’n}l}'

2.2.22 Théoréme : Soit (P, -+, Py) un k-uplet de polynomes de degrés arbitraires

et soit P un polynéme strictement positif sur N*_ P7Y(R,)\ {0}. Soient Py, -- -, Py, P
leurs polyndmes homogénes (en chaque variable) associés respectivement. On suppose
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que Uon a P(x) > 0 pour tout x non nul dans G N ﬂlepi_l(]RJr) ot G a été défini
dans le théoreme 2.2.19.

Alors, il existe un multi-indice positif M = (mq,---,m,) et un nombre fini de po-
lynomes a coefficients réels {q, q;ji,ri1,Tiju}, L€ L, i€ {l,--- k}, g€ {1,---,n} tels

my
que Uon ait \/1+12 -+ \/1+12 "P(t) qui sécrit :

n

Sewam+ Y Ja+ 2?3 e Aw)

tel (e1,+,en)€{0,1}" j=1 el
k
(2.2.50) + Z R(t) Z T?,l(ﬂ A(t))
1=1 leL
k n
+X R > T[> e, AR)
=1 (e1,,n)€{0,1}7 j=1 el
pour tout t € R".
Démonstration.

On veut appliquer un résultat sur 'existence de formes linéaires semi-définies positives
dia a [Pu-Vas2]. On commence par vérifier les conditions du lemme 2.2.9. On pose
Cqg=CnNQyet g =C'y—Cy4 quisont des espaces vectoriels pour tout entier
positif d. On a C'y C 8’y C Qq, donc 8’y est un espace de dimension finie. On obtient
également Ap = C' — C’, puisque chaque élément f de S’ peut s’écrire de la maniere
L([f +1>=[f = 1]*). De plus, on a :

(Car1NS') C(Cay1NQa)=(C"NQuy1NQy)=(C'NQy) =C4.

Comme on a les trois inclusions suivantes : (C'411 NS’'y) CC'q, C'qg CCyyr, Cqg C Sy,
on en conclut que I'égalité (C'y.1 N'S'y) = C'y est satisfaite. On veut, maintenant,
prouver qu’il existe un élément & € C’y, tel que pour tout entier strictement positif d
et pour toute forme linéaire ¢ non identiquement nulle sur &’y et positive sur €'y, on

ait (&) > 0.

Pour prouver ceci, on prend £ = 1 et on suppose que ¢(£) = 0. Le but est de
montrer que, sous ces conditions, la forme ¢ est identiquement nulle sur C'.
En développant, on a A™2P(¢) = (1 +#2)--- (14+¢2)4 = > _ . ** qui est une somme
de carrés oll apparaissent les t?¢ = tf‘“ .- t22n pour lesquels les «; sont plus petits que
d pour tout entier ¢ compris entre 1 et n.

En particulier on a 1 — t**A?P(t) € C'4,Va < D. Comme ¢(1) = 0, on en déduit
o[t?*A?P(t)] = 0,Va < D. Si l'on suppose e < D, 3 < D et x € R, il en découle que
t*AP(t) et tPAP(t) sont dans Q. Par conséquent, on a [(t*AP(t)+xtPAL(1))?] = 0.
Et comme @[t?PA%P(1)] = p[t?*A%P(t)] = 0, 2p[t*TPA2P(t)] est positif quel que soit
x, et donc :

(2.2.51) [t*TPA?P ()] = 0,Va < D,VB < D.
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Sia < 2D, onécrit @ = a3 +ag ot ag < D et ag < D. On applique alors (2.2.51) avec
oy et ay pour obtenir @[t 2A2P ()] = p[t*A?P(t)] = 0,Va < 2D. En conclusion,
en écrivant t*AP(t) = [t*AP2P(£)]A2P(t), lorsque o < 3 < 2D, on peut appliquer
I’argument précédent et on obtient finalement :

(2.2.52) @[t*AP(t)] = 0 quand a < 3 < 2D.

Donc la forme ¢ est nulle sur Qy, et donc on peut appliquer le lemme 4.1 de [PuVas2].
On peut aussi noter que 'on a Q4 = &'y pour tout entier positif d.

Comme PA*P) € Q, pour un certain d, on a PA’") e §',. Supposons que
PAYP) ¢ Int(C'y), alors il existe une forme linéaire ¢ définie sur Aa telle que sa
restriction & C’ soit positive et telle que p(PAYP)) < 0.

Grace a la positivité de ¢ sur C’, on peut utiliser le corollaire 2.2.20. Par conséquent,
on peut trouver deux mesures positives p et v, telles que 1'on ait :

o(PA’P)) = /ﬁ’o \I/dp—l—/ Pdv,
I ’
N E ) 5(P) [ — -1 r p 1 :
ou P oW n'est autre que PA*") | = m<PJ) (Ry) et G' =GN ﬂP] (R4) (voir
J J
le corollaire 2.2.20 pour la définition de ces ensembles). Ces deux mesures ne peuvent
avoir des supports tous les deux vides. En effet le spectre joint o(C') est un ensemble
qui est non vide. Enfin, en utilisant la condition de stricte positivité de notre polynome

P, on obtient la contradiction suivante :
0> p(PA’D)) :/ ﬁo\lfdp—l—/ Pdv > 0.

On en conclut donc que PAY®) est nécessairement dans U'intérieur de €'y, et donc en
particulier dans C’y lui-méme. Ceci est équivalent a dire qu’il existe un nombre fini
d’éléments dans Aa, notés {qc g}, L € L, i € {1,---.k}, j € {1,---,n}, tels que
I’on puisse écrire :

k

POAW D = ST TLa+2 R[S @0+ 3 POAWT Y 0],

(e1,en)€{0,1} j=1 leL i=1 leL

Enfin, en mettant le tout au méme dénominateur, quite a multiplier par des polynoémes,
on obtient bien la formule (2.2.50). u

2.2.23 Remarque : Dans le théoreme 2.2.22, on a supposé f’(t) > 0 pour tout ¢

-1

non nul dans GNNE B (Ry) et que P avait la méme propriété pour tout élément

dans N*_, P71 (R,) \ {0}. En pratique, il peut étre difficile de déterminer G, et donc,
. .1

on doit montrer la stricte positivité de P sur tout l'ensemble N*_ P (R,) \ {0}.

Mais cette condition devient alors suffisante pour impliquer la stricte positivité de P
sur NF_, P71 (R,) \ {0}. En effet, si on a t € N*_ P71 (R,) \ {0}, grace & (2.2.41), on

. A1
obtient P;(1,¢) = Pi(t) et par conséquent (1,t) € N*_, P, (R,). Et ceci nous permet
d’affirmer la positivité :

P(t) = P(1,) > 0.
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2.2.24 Corollaire : Soit (Py,---, P,) un k-uplet de polynémes de degrés arbitraires
et soit P = go + g1 un polynome strictement positif sur N PTYRL) \ {0}, Soient

Py, P, P leur polynomes homogenes assoczes respectivement. Supposons que l’on
ait g1(x) > 0 pour tout x dans G N ﬂizlfji (Ry)\ {0} et que 6(go) < 6(g1).
Alors, il existe un multi-indice positif M = (mq,---,my,) et un nombre fini de po-

lynomes a coefficients réels {q,, q;1, T 7iji}, L € L, i€ {1,---, k}, j € {1,---,n} tels
que (2.2.50) soit vérifié.

Démonstration.
Premierement, on remarque que l'inégalité d(gy) < 0(g1) implique ]5(:76) = gi(z) >0
pour tout x € GN mleé_l(R+) \ {0}. Par conséquent, on peut appliquer le théoreme
2.2.22. Et donc il existe des fractions (g;) et (g;;) dans Ax telles que I'on ait :

n k
POAM = S TTa+ 22 et + 3 ROAD S ¢.0)].
(e1,en)€{0,1}m j=1 leL i=1 leL
]
2.2.25 Remarque : Si on suppose que l'on ait pris P; = --- = P, = 0, on obtient une

représentation pour P = gy + ¢; telle que d(go) < d(g1); on suppose que le polyndéme
g1 associé a gy verifie I'inégalité gi(x) > 0 pour tout = dans G. Si P est strictement
positif sur R (en particulier le multi-degré de P est pair), alors il existe des polynomes
tels que 'on ait :

Pity= > JIA+72Y it AwW)

(e1,en) {0,137 j=1 leL

pour tout ¢ € R". Comme exemple, soit P(t) de la forme (3__ g 110\ o) benrt? M) + Q(¢),
avec b.py > 0 pour tout € non nul (on suppose, aussi, que 6(Q) < 2M), on peut
facilement voir que g; et gy satisfont a ’hypothese du corollaire précédent ou g (t) =
Zse{o,l}n\{o} boat®™M et go(t) = Q(t) (ce type de polynomes a été étudié dans le
théoreme 2.2.13 de cette section).

2.2.26 Exemple : Ici, on donne des exemples de polynomes pour lesquels le corol-
laire 2.2.24 s’applique. Pour ce faire, on reprend l'exemple utilisé dans la remarque
précédente. On pose :

Pz(t) :t?aﬁ_l’ 7;:17"'7”7
Pity=" > but™ + Q(t),
ee{0,1}7\{0}

avec b.ps > 0 pour tout € non nul et ou le multi-indice M = (my, - -+, m,) représente
le multi-degré (on suppose, aussi, que 6(Q) < M). Alors, on a le polynéme homogene
suivant :

P(Z,X)= > boyXMzUD"M 4 7 2,012, X).
e€{0,1}7\{0}
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Soit ¢ un élément de G N ﬂ?zlpi_l(]RJr) \ {0}, ¢ € (R?)". Alors, il existe un entier
Jo dans {1,---,n} tel que :
(Cjo,la Cjo,Q) = <07 il)

Quitte a effectuer un changement d’indices, on peut toujours supposer que jo = 1. Soit
M’ le multi-indice (msg,- -+, m,). On obtient donc :

P(C) =P((Cas s Gan)s (Cuzs v Gn))

D D T S e e e RPN ey u LS CRRRRYeT (o
ee{0,1}™\{0}

_ mi goma ~l—eoma ... /EnMmp l—enmnp
- (il) E b€M 2,2 2,1 Cn,2 n,l1 :
(e2,,en)€{0,1}2—1

Comme on a 'égalité P,(Z, X) = P,(X) = X!, ¢ vérifie les égalités suivantes :
(2 > 0, pour tout j € {1,---,n}.
Par conséquent, on en déduit :

P(g) — Z bsM 5,227”2 213521712 - CZ?Zmn 711’—16nmn’

(e2,,en)€{0,1}n 1

ou tous les éléments ;1 et ;2 sont positifs ou nuls (il suffit de noter que chaque ¢,
est positif, on utilise la propriété (2.2.45) et on lui applique un caractere 7). Soit b le

minimum de ’ensemble {bsM, e € {0, 1}”}, qui est strictement positif. On peut alors

majorer P(¢) de la facon suivante :

PO 2b Y GERGRT GG

(627""671)6{071}” !

Zb Z H z—:]mj ]71 gj)m ].

(e2,-,6n)€{0,1}—1 j=2

Comme dans la somme » ., en)ef0 H] L Cs’m’ C(l =)™ tous les éléments de la
forme [ " = Y iy apparaissent, ou les *; prennent les valeurs 1 et 2, on obtient I'inégalité
suivante : .
P(¢) 2 b ] J(¢Y + ¢5)-
j=2
Comme (;; et (j2 sont positifs et ne peuvent s’annuler simultanément, ceci quel que
soit j (voir les propriétés du spectre joint de la famille d’opérateurs auto-adjoints et

- .|
la relation (2.2.44)), on obtient finalement P(¢) > 0, ceci sur GNN, P (Ry)\ {0}
tout entier.
Par conséquent, chaque polynome P de la forme précédente, qui est strictement positif
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sur N/, P71 (R ) — {0} (ce qui est vrai, en particulier, dés que 'on prend un polynome
@ strictement positif), satisfait aux hypotheses du corollaire 2.2.24. Et en conclusion,
on obtient :

1+ 12 1+ "P(t) = > ﬁ<1+t§)€f/2zq;l<t,A<t))

(€1,en)€{0,1}7 j=1 el
k n

+> et N T+ 252> 2t A)).
i=1 e;€{0,1} j=1 leL
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Partie 11.3 Une application au probleme tronqué

Dans cette troisieme section de la partie II, on approfondira des résultats obtenus
précédemment. En particulier, on caractérisera les formes semi-définies positives sur
une sous-algebre de Ry (on reprendra toutes les notations de 11I-1). Cette représentation
des formes positives sous forme de moments avec limites sera utilisée pour donner une
solution au probleme tronqué des moments dans le cas de plusieurs variables. Enfin,
on généralisera des résultats de M. RIESz (voir [Ak]) ou le cas unidimensionnel a été
traité.

Soit un multi-indice o € Z™, a = (v, - - -, @, ) un multi-indice. On pose alors :

e sia; >0,

)

(2'3'1) €a; (t) = t'—ai—ZE(—ai/Z)

7

(1+ 2)ECa2)

si oy < 0.

Soit e4(t) = [Ii-; €a;(t), la famille (ey)qezn est bien évidemment (voir proposition
2.2.2) une base de l'algebre Ry. On notera par Ay 1'espace vectoriel engendré par la
famille (e,)a<o- En fait, Ay est 1'algebre des fractions bornées de Ry.

2.3.1 Définition : Soit L une forme linéaire sur 4y. Soit P un cone positif inclus
dans Ry. On dira que L est P-semi-définie positive sur Ay si on a l'inégalité suivante :

(2.3.2) L.(f) >0, YfePnA.

Dans le cas d’une variable, si f est une fonction qui admet une limite finie a I'infini,
on pose :

La forme ., est positive semi-définie mais ne peut étre représentée par une intégrale
définie par une mesure positive. De la méme facon, dans le cas de plusieurs variables,
on pose, pour tout f € Ay :

(2.3.3) S (f) = | 1|jm f@), j=1,---,n.
2.3.2 Définition : Soit 7 = (7Va)a>o une suite de nombres réels. On dira que

v est une suite de moments avec limites sur Ay s’il existe des mesures positives
(Piy i 1<iy <o o<ip<nk=1,-n €t @ telles que 'on puisse écrire :

(234) 0= / ROTCES DS / 5 - 58 e (£)dps o ().
R™ Rn—k

k=1 1<i1 <<, <n
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2.3.3 Théoreme : Soit ® une forme linéaire positive semi-définie sur Ay. Alors, il
existe des mesures positives (pi ..., )1<ii<-<iz<nk=1,n €t [t telles que Uon ait :

o(f) = [ sodute YT [ 8 O (), VS € Ao

k=1 1<i1 << <n

Démonstration.
La méthode reprend en grande partie celle utilisée pour démontrer le théoreme 2.2.7.
On ne répétera pas tous les détails ici. On rappelle que 'on pose N l'idéal {f € Ay
tel que ®(ff) = 0}. Soit Ay /N Pespace préhilbertien muni du produit scalaire (x, *)g
défini par : R A
(F.3)e = B(f7) ot f = f +N.

Soit He 'espace de HILBERT formé par la complétion de Ay/N . On pose pour tout f
dans .Ao / N

Uia(t) = (1+t7)7"
Biglf) = W0 447, o & i =H0
Wia(t) = (14 13)7"

Les (B, ;) induisent des opérateurs (Bi,j>i,j qui commutent sur He vérifiant :

Zzl H
&J_BH+B

By = B2 + B2,

La famille B = (B;;);; forme une famille d’opérateurs auto-adjoints continus et com-
mutants. Soit £ sa mesure spectrale (jointe) et soit or(B) son spectre joint. On sait
que ce dernier vérifie :

JT(B)C<\P(R")UO U Hii):

k=11<i1 <<t <n

ou H, est ’ensemble des x € R*" vérifiant :

11,50k

l"1:$‘2:$‘3:0 . . .
{ i, i, i, = {Zl,"',zk}

Ty a4 = 1,

et qui vérifient @1 > 0, z,1 = 27 | + 27 o, Tya = 25 3 + T 4, Zﬁ:l z;, s = 1, pour
tout 4; qui n’est pas dans {iy,---,ix}. Bien entendu les H;, ...;, sont disjoints entre
eux et avec W(R"). Soit f € Ajp, il existe un polynome P; & 4n variables tel que
f=ProWl = Py(B)1. Alors, on a :

o(f) U@lhw%ﬂ(XLHW1+NM—/3@M@@WﬁﬂW1+NM

Pi(x)d(E(x)(1 + N ), 1+ N)y.

n
/P(R")U Up—1Ui<ii < <ip<n
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Ceci entraine que 'on ait :
o) = [ fod®+Y. Y [ P@dE@ AL A,
R k=1 1<i1<--<ip<n ¥ Hiz i

Or sur chaque ensemble H;,

{ih'”aik}c :

on fait le changement de variable, Vj € {1,---,n} N

y k)

(2.3.5) [j1, @52, Tjs, Tja] = [Paga(0), ja(t), ¥is(t), ¥ya(t)].
De plus, on peut noter que, pour tout j € {iy,--+,ix}, on a :
(2.3.6)  [251, 250, 753,25 = [0,0,0,1] = [0 (¥;1), 68 (V;2), 69 (W, 5), 09 (W;.4)].

Donc il existe une mesure positive p;, ..;, a support dans R"™* qui vérifie :

J

Ceci implique qu’il existe des mesures positives (p;, ...i, )1<ii<--<ip<nk=1,n €t f telles
que, pour tout f € Ay, on ait :

k

Py(a)d{B@)(1+ N), 1+ N}y = / 50 55 (F)(0)dpis oy (1)

i, R"ik

@31 a(n= [ fOan+> Y /Rnk(;g;l)...5&k>f(t)dpih_.ﬁik(t).

k=1 1<ij<-<ip<n

2.3.4 Corollaire : Soit v = (Va)a>0 une multi-suite de nombres réels. Alors «y est
une suite de moments avec limites si et seulement si la forme linéaire L., associée a vy
est semi-définie positive sur Ay.

Démonstration.
Si v est une multi-suite de moments avec limites alors pour toute fonction f de la
forme [ = Zazo ane_o dans Ay, on a :

Ly(ff) = Z talgly(e—ae_p) = Z alpCapsLq(€-s)

a,20 a,$20,6

= Z a03Cq 3.5 [/n e_sdp + Z Z énk Sl 5We s(tYdpy, ..., (t)].

,3>0,6 R k=1 1<iy <-<ip<n

On obtient donc :
LN =[O +Y 3 [ e 80P () 20
R k=1 1<i) <-<ip<n Y R"7F

Inversement, si L, est une forme semi-définie positive, par le théoreme précédent 2.3.3,
pour tout f € Ay, on obtient :

(238) L,(f) = Rnf(t)du(tHZ > /Rn_kééiﬂ--~6&1k><f><t>dph,...,ik<t>.

k=1 1<i1 << <n
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En particulier, il en découle la représentation suivante :

Yo = Ly(e—a) = /Rn ea(t)dut)+> > /Rnk O -+ 65 (e_o) (1) dpiy ...y (1)

k=1 1<ij<-<ip<n

Cecl acheve la démonstration du corollaire. [ |

2.3.5 Remarque : FEn particulier, pour les multi-indices @ > 0, on obtient une
écriture « classique » sous forme de probléme des moments. En effet, dans ce cas, on
a la représentation intégrale suivante :

(2.3.9) o = / e alt)dilt), Va0,

Dans ce qui suit, on montrera qu’il existe un lien entre le probleme tronqué des
moments et la représentation des formes de moments avec limites.

2.3.6 Théoreme : Soit v = (Ya)o<a<m une multi-suite de nombres réels ou le multi-
indice M est strictement positif. Soit 3 un multi-indice vérifiant 23 > M. Il existe une
mesure |4 sur R™ telle que 'on ait :

Yo = / t*du(t), Ya vérifiant 0 < o < M

(14 3P (1 4 t2)Pn p-intégrable
st et seulement si il existe un réel positif b tel que la forme L., définie par :

{ L'y : fa(t) = ta(l -l—t%)_’gl---(l—l—ti)_’g" = Ya
1

— b

soit P semi-définie positive ou P est l’ensemble des fonctions rationnelles de Ay qui
sont positives sur R"™.

Démonstration.
Supposons que la mesure p existe, soit L, la forme qui associe a chaque f, le nombre
reél y,. Montrons que L., est P semi-définie positive sur Vect{(fu)o<a<m}. Soit g €
Vect{(fa)o<a<m}, une fonction positive de la forme g(t) = > . < @afa(t), dans ces
conditions : o

L,(9) = Z Ao Yo = Z aa/ntad,u(t)

0<a<M 0<a<M

(2.3.10)
= [ a8 () dut) 20
L, et par L(1) = b o1 b est un

nombre réel & déterminer afin que L soit P semi-définie positive sur Vect{1, ( fo)o<a<nm}-
Si g € Vect{1, (fa)o<a<m} est une fonction positive, alors g(t) peut se mettre sous la

Soit L la forme linéaire définie par -Z|Vect{( fodocar} =
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forme ¢ + > . <us Gafa(t) (pour le calcul suivant, la somme précédente sera notée
c+ k(t)). o

L(g) =bc+ L,(k) =bc+ / E()(1 4+t - (14 £2)Pndu(t)
et / (9(t) — )1+ E) - (1 +£2)du(t)

Zc[b—/ (14+2)% o (142 du(t)].

Comme le nombre c est positif (par passage a la limite quand ¢ tend vers I'infini suivant
la direction ¢ = (t1,---,t;) dans Pexpression de g) et comme (1 + #3)% ... (1 + ¢2)5»
est p-intégrable, il suffit de choisir b plus grand que / (1+ P (14 £2)du(t).
Rn

Inversement, si L., est P semi-définie positive sur Vect{1, (fa)o<a<m }. Alors par le
théoreme de prolongement de RI1ESZ (voir [Ri] ou [Ak] p.69), on peut prolonger L., a Ay
tout entier car les constantes sont dans Vect{1, (fa)o<a<m }. Soit ® ce prolongement P
semi-défini positif sur Ay ; alors, en particulier, ® est positif semi-défini sur Ay. Par le
théoreme 2.3.3, on obtient qu’il existe des mesures positives (pi, ....i, )1<iy <-<ip<nk=1,-n
et u telles que pour toute fonction f dans Ay, on ait :

(2.311)  ®(f) = [ fOdut)+>. Y / 8L - 8 F(8)dpiy i (1):
R™ k=1 1<i1<--<ip<n” R"7F

En particulier, pour tout multi-indice positif « vérifiant o < M, on a :

dp(t)
1_1_25%)61...(1 + 12)8n

(2.3.12) o= Ly(fa) = D) = /

n

"

On pose alors dy/(t) = (1413)7P1 -+ (1+¢2)Prdu(t). 1l ne reste donc plus qu’a prouver
que (1 +¢2)% - (14 ¢2)P est bien y/-intégrable. Or on a I'égalité suivante :

n

(2.3.13) / (L4+)Pr o (L4 £2)Pmdp (t) = / Ldu(t) < (1) = b < 0.
[ ]
Dans le cas d'une variable, étant donnés n+ 1 nombres réels (s)o<k<n, nOUS savons

(c’est un théoreme de M. RIESZ, voir [Ri] ou [Ak] p.71) qu'il existe une mesure positive
o sur (a,b) telle que :

Sk:/ ubdo(u), k=0,---,n—1
(a,b)

Sy > / u"do(u)
(a,b)
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si et seulement si la suite tronquée (si)o<k<n €st « non négative en respectant (a,b) ».
Dans le cas ol (a,b) = R et n < +00, on suppose que n est pair. Si de plus (a,b) est
bornée, on peut remplacer l'inégalité par une égalité (en fait M. RIESZ a démontré
ce théoreme dans le seul cas (a,b) = R et n = 400, voir [Ak]). On peut donner un
analogue de ce théoreme dans le cas de n variables dont la preuve sera basée sur le
théoreme d’existence de moments avec limites.

2.3.7 Proposition : Soit v = (Va)acm une suite de nombres réels ou M = {a <
2M, M > 0} U{(2e1my, -, 2e,my),e; = 0,1}. 11 existe une mesure positive pn sur R™
telle que

Yo = / t*du(t), a< M
7(2€1m1,~~,26nmn) Z / t(251m1,---,2snmn)du<t)’ € € {O, 1}’

si et seulement si L., est P-semi-définie positive sur l'espace vectoriel Vect{(ha)aecm}
ot les fonctions hy sont les fractions rationnelles données par ho(t) = t*(14+£2)~™1 - .. (14
)

Démonstration.
Supposons que la mesure v existe, soit L. la forme linéaire qui associe a chaque h,
le nombre 7,. Montrons que L, est P semi-définie positive sur Vect{(ha)acr}. Soit
g € Vect{(ha)acm}, on écrit g(t) = >, c 1 @aha(t) et on obtient :

LW(g) = Zae/vl Ao Ya > Zae/\/l CLa/ tadll,(t)

n

(2.3.15)
> [ g® ™ ) du) 20

Inversement, du fait de la définition de I’ensemble M, on vérifie que la fonction
constante 1 est dans l'espace vectoriel Vect{(ha)aer}. On peut donc prolonger la
forme L. en une forme ¢ pour appliquer le théoreme 2.3.3 (c’est la méme remarque
que pour le théoreme précédent). Donc, pour tout multi-indice « € M, on obtient :

2316) 0(ha) = [ ha(Ddu(®+> 3 [ 8 ) i (),

k=1 1<ij<-<ip<n

En particulier, si o < 2M, on en déduit les égalités suivantes :

(2.3.17) Yo = Blha) = / ha(t)du) = / (),

ol la mesure positive p/ est donnée par du'(t) = (1 +2)"™ .- (1 +2) ™ du(t). Pour
les autres multi-indices «, on a :

roare = Glhanre) = / V(L £2)7m (1 £2) M dp(t)

(2.3.18)
+ E , / 5&1) T 5n(>§zk)(h2M€>(t)dp€i1,"-78% <t>
Rn—k

€ipy o€
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Et dans ce cas-ci, puisque nous avons l'inégalité :

(2.3.19) > /Rn_k 8G - 58 hope (t)dpe, e, (1) >0,

Eipr €,

on en conclut que :

(2320) V(2e1ma e 2enmn) > / t(2€1m1"“728"mn)d,u’(t)’ g € {0’ 1}
RTL
]
2.3.8 Remarque : Puisque dans le cas n = 1, le fait d’étre P-semi-définie positive

pour une forme linéaire est équivalent au fait d’étre seulement semi-définie positive.
On retombe bien sur le théoreme de M. RIESZ cité précédemment.
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Chapitre 111

Sous-normalité jointe pour des
multi-opérateurs

Dans ce troisieme et dernier chapitre, nous traiterons un probleme qui peut étre
lié au probleme des moments : la sous-normalité. Etant donné un opérateur, le but
est de donner un critere afin de savoir si cet opérateur admet ou non une extension
normale : ¢’est-a-dire, étant donné un opérateur 1" défini sur un espace de HILBERT H,
existe-t-il un autre opérateur N normal (vérifiant NN* = N*N) défini sur un espace
KC contenant H tel que Tz = Nz pour tout z dans H (ou dans le domaine de T s’il
n’est pas borné) ? Le méme probleme se pose pour plusieurs opérateurs.

Ce chapitre sera décomposé en quatre parties, la premiere traitera du cas de multi-
opérateurs bornés et les trois suivantes du cas non borné. Dans cette derniere situation,
on commencera par donner une définition d’'une notion un peu plus large que la sous-
normalité : la sous-normalité formelle. Puis on donnera des criteres de sous-normalité
dans la troisieme partie ainsi que plusieurs applications et exemples. On cherchera
également a étendre des notions de minimalité sur les extensions normales. Enfin dans
la derniere partie, on caractérisera les shifts a poids sous-normaux et on prouvera que
des opérations sur ces shifts et leurs adjoints permettent de conserver la notion de
sous-normalité.

Les sections II1-2, T1I-3 et III-4 ont donné lieu a deux articles acceptés en 2002 :
[Ded] et [Deb].

Partie II1.1 Sous-normalité (jointe) pour les multi-
opérateurs bornés

La premiere caractérisation pour un opérateur borné sous-normal est dit a P.R. HALMOS
en 1950 (voir [Hal]) et demande une certaine positivité ainsi que l'existence d’une
constante majorant un produit scalaire. En 1955, J. BRAM donne une caractérisation
plus simple (il prouve, en fait, que la sous-normalité est équivalente a la positivité
demandée par HALMOS, voir le théoreme 1 de [Br]). Enfin, M.R. EMBRY donne une
nouvelle caractérisation qui généralise celle de BRAM en 1973 (voir le théoréme 1 de

[Emb]).
Il apparait également une notion de sous-normalité (jointe) pour des multi-opérateurs :
on dira qu’une famille d’opérateurs 17, - - -, T}, définie sur un espace de HILBERT H,

est sous-normale si et seulement si il existe une famille commutative d’opérateurs nor-

95



maux Ny, - - -, IV, définie sur un espace de HILBERT K contenant H telle que Tjz = N;x
(j =1,---,m) pour tout x dans H. Une caractérisation de la sous-normalité dans le
cas de multi-opérateurs est donnée par T. ITO (voir le théoreme 1 de [It]), en 1958,
en généralisant les résultats de BRAM. Enfin, A. LUBIN donne une caractérisation du
type de celle de EMBRY dans le cas de plusieurs opérateurs en 1977 (voir le corollaire
4.6 de [Lub3)).

Dans cette partie, on pose H un espace de HILBERT, et soit T = (T3, --,T,)
un multi-opérateur de L£(H)". Alors, pour tout polynoéme de la forme P(z,z) =
D DapZ%2", on définit P(T*,T) par la formule suivante :

(3.1.1) P(T*\T) = Y pagT™T’.

a,520

Nous utiliserons également la fonction T donnée par :
T:z=(21,---,20) €C" — (|z1]% - -, |2a]?) € R™

Le but de cette partie est d’utiliser un résultat de A. Lubin (voir [Lub3|, théoreme
3.2) avec le théoreme 1.1.7, pour obtenir des conditions de sous-normalité pour des

multi-opérateurs bornés. En particulier nous pouvons retrouver des résultats de [Vas2]
(voir aussi [At-Ped]).

3.1.1 Théoreme : Soient K et T comme dans le théoreme 1.1.7 et soit T' une famille
commutative d’opérateurs (Ty,---,T,) dans L(H)". Alors, T admet une extension nor-
male N € L(K)" (H C K) dont le spectre joint est inclus dans T~1(K) si et seulement
si (po T)(T*,T) >0 pour tout p € T (voir (1.1.7)).

Démonstration.
Soit N une extension normale de 7" avec les propriétés de I'énoncé. Sip(t) =) a.t* €
T, pour tout z € H on a :

(poX)T* T)a,z) = aal|T*2|* =) aal|N*a|’
a>0 a>0

(3.1.2)
— (3 aa NN 1) = / p(®)dpia(t) > 0,

a>0 K

olt pz(A) = ((F o Y71 (A)x,z) pour tout ensemble borélien A de R" et ou E est la
mesure spectrale jointe de V.

Inversement, si ((po Y)(T™,T)x,z) > 0, on pose L) (p) = ((po Y)(T*,T)z, z) qui
est positif pour tout p € 7. Si x # 0, on peut appliquer le théoreme 1.1.7 pour obtenir
une mesure positive u, sur le compact K telle que 'on ait la représentation intégrale :

(3.1.3) Yolx) = (T*T 2, x) = / t%du,(t), Ya >0.

K

De plus la mesure ji, a son support dans R’}. En effet, on a :

Loy (%) = ((tjp o )T, T, ) = ((p o T)(T, T) Ty, Tiz) = 0.
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Donc en appliquant le corollaire 1.1.8, on obtient bien I'inclusion voulue. En faisant
un changement de variable, on peut écrire :

(3.1.4) / £y, (1) — / 204,/ (1), Vo > 0.
K !

Par polarisation, il existe une mesure positive opératorielle E, a support dans K’, telle
que l'on ait la représentation suivante :

(3.1.5) 7T :/ t**dE(t), Ya >0.

Et en appliquant le théoreme 3.2 de [Lub3], on en déduit que 7" admet une extension
normale. Le fait que 7" admette une extension normale de support inclus dans Y~(K)
provient de ’égalité (3.1.3). Il existe donc une mesure positive opératorielle Fr telle
que l'on ait :

(3.1.6) 7T = / t*dFr(t),
K
et on applique a nouveau le théoreme 3.2 de [Lub3]. =

Bien sir, on peut donner un équivalent du corollaire 1.1.8, pour la condition de
sous-normalité en demandant que le support de la mesure opératorielle vérifie des
conditions du type (1.1.19) ou (1.1.24).

3.1.2 Corollaire : Soient K et T comme dans le théoréme 1.1.7 et soit T une
famille commutative et sous-normale d’opérateurs (Ty,---,T,) dans L(H)™. S"il existe
des polynomes (R;);es tels que (R;Q o Y)(T*,T) > 0 pour tout Q € T et pour tout
7€ J, alors :

supp(Fr) C {t € K : R;(t) > 0, Vj € J}.

3.1.3 Corollaire : Soient K et T comme dans le théoréeme 1.1.7 et soit T une
famille commutative et sous-normale d’opérateurs (Ty,---,T,) dans L(H)™. S’il existe
des polynomes (R;);es tels que (R;Q o T)(T*,T) = 0 pour tout Q € T et pour tout
J € J, alors :

supp(Fr) C{t € K : R;(t) =0, Vj € J}.

Enfin, pour compléter cette partie sur la sous-normalité des multi-opérateurs bornés,
on mentionne ici une caractérisation de la sous-normalité pour ce type de multi-
opérateurs. Ce résultat nécessite quelques préliminaires et une nouvelle notion qui
figurent dans la section suivante, c¢’est pour cela que nous ne donnons que son énoncé.
Cette caractérisation généralise la proposition 3 de A. ATHAVALE (1988) ou ce dernier
caractérise la sous-normalité d’'un opérateur grace a la notion d’hyponormalité jointe
(voir la remarque 10 de [At] pour le cas multi-opératoriel). Pour plus de détails, on
peut se référer a [At].
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3.1.4 Théoreme : Soit S = (S1,--+,Sm) un multi-opérateur borné commutatif sur
un espace de HILBERT séparable H. La famille (S%)s<o est mutuellement hyponormale
pour tout multi-indice vérifiant o > (1,---,1) si et seulement si S = (S1,---, ) est
sous-normal.

Ce résultat se retrouve sous le nom de corollaire 3.2.7 de la section suivante. La
grande différence entre ce résultat et ceux qui précédent vient du fait qu’ici, on ne
controle d’aucune fagon le spectre joint d’une extension normale. Par contre, il a I'avan-
tage d’étre un critere de sous-normalité plus général puisqu’il est valable quel que soit
le lieu du spectre des différentes extensions normales.
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Partie 1I1.2 Opérateurs formellement normaux

Dans cette partie, nous introduisons la notion de « normalité (mutuelle) formelle »
pour une famille d’opérateurs non bornés définis dans un espace de HILBERT séparable
‘H. Cette nouvelle notion est en fait une généralisation naturelle de la notion de « nor-
malité formelle » introduite pour un opérateur non borné. On donne ensuite des rela-
tions entre cette nouvelle notion et la sous-normalité (jointe) ainsi que I’hyponormalité
(on généralise en particulier des résultats de A. ATHAVALE.). Entre autres, cette no-
tion sera utilisée dans la section suivante pour donner un critere de sous-normalité
jointe.

Avant toute chose, on rappellera quelques définitions en rapport avec la normalité
dans le cas d’opérateurs non nécessairement bornés.

Soit T un opérateur non nécessairement borné défini dans un espace de HILBERT
séparable H. On dit que cet opérateur 1" est sous-normal (voir [St-Sz2]) s’il existe un
espace de HILBERT K contenant H et un opérateur (non borné) normal N vérifiant
les relations suivantes :

(3.2.1) { D(T) c D(N) C K,

Tx = Nz, Vo € D(T),

ou D(T') et D(N) représentent les domaines de 7" et N respectivement. Dans ce cas,
N est appelé extension normale de T' (on rappelle qu'un opérateur non borné N est
dit normal s’il est fermé, a domaine dense et vérifie ’égalité N*N = NN*. On peut se
référer au livre de W. Rudin, chapitre XIIT pour plus de détails, [Ru]). J. STOCHEL
et F.H. SZAFRANIEC ont caractérisé les opérateurs non bornés sous-normaux ayant
un domaine dense et invariant (voir le théoreme 3 de [St-Sz2] et [St-Sz4]; on peut
également se référer a [St-Sz3] pour des propriétés spectrales de tels opérateurs).
Dans toute la suite un uplet d’opérateur non nécessairement borné sera appelé multi-
opérateur.

On rappelle qu'un multi-opérateur T = (171, --,T,,) défini dans H est dit sous-
normal s’il existe un espace de HILBERT K contenant H et un multi-opérateur constitué
d’opérateurs (non bornés) normaux et qui commutent (i.e. dont leurs mesures spec-
trales commutent) N = (Ny,---, N,,) tels que 'on ait : D(T;) C D(N;) et Tz = N;x
pour tout z € D(Tj), j = 1,---,m. Comme dans le cas d’'un seul opérateur, N est
appelé extension normale de T.

On commence par donner la définition d’un multi-opérateur formellement normal,
définition qui prolonge la notion d’opérateur formellement normal que I'on retrouve
par exemple dans [St-Sz2].
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3.2.1 Définition : Soit S = (51, -, S,,) un multi-opérateur défini dans un espace
de HILBERT séparable H. Soit D un sous-espace H, on dit que S est formellement
normal sur D si la famille (S, - -, S,,) vérifie les conditions suivantes :

DCD(SJ)etSjDCD, jzl,'--,m,
DCD(S)), j=1,,m,

IS; Il =155 fll,  feD,

SiSj = SJSZ sur D, ’l,j = 1,~~,m.

(3.2.2)

On peut noter que tout multi-opérateur normal est formellement normal sur un
sous-espace invariant. De plus, toute famille commutative d’opérateurs symétriques
vérifie les deux conditions précédentes sur un sous-espace invariant.

On commencera par donner une caractérisation des multi-opérateurs (ayant un
domaine dense commun qui est invariant) possédant une extension formellement nor-
male vérifiant quelques conditions supplémentaires de commutativité. On généralise,
en particulier, des résultats de STOCHEL et SZAFRANIEC ou le cas d’un seul opérateur
a été étudié (voir [St-Sz2|, proposition 2) avec des méthodes différentes. Dans leur
résultat, ils utilisent la condition de positivité de HALMOS-BRAM (voir [Hal] et [Br]).
Il parait alors naturel d’utiliser ici la condition de ITO (voir [It]) qui généralise celle
de HALMOS-BRAM dans le cas de plusieurs opérateurs.

Soit S = (S,--+,Sm,) un multi-opérateur défini dans H tel qu’il existe un sous-
espace D vérifiant D C N2, D(S;), S;(D) C D et 5;5; = S;S;sur D (i,j =1,---,m);
on dira que S satisfait a la condition de positivité de Ito sur D si pour toute famille
finie (ZE[)IGZT d’éléments dans D on a :

(3.2.3) > (S'xy, 8ar) > 0.

1,Jez

On remarque que 1’'on peut définir sans ambiguité chaque S’z ; puisque S est commuta-
tif sur D et puisque cet espace D est invariant par chaque opérateur S; (i = 1,---,m).

Avant de démontrer la proposition suivante, nous aurons besoin d’une « reformu-
lation » du critéere de ITO. La condition

Z <Sa/+ﬁxa,a/, Sa+ﬁl$ﬁ7ﬁ’> Z O’

a,B,e/,3'20

pour toute famille (24.4/)a,o Presque nulle dans D est équivalente a la condition de
ITO sur ce méme ensemble. En effet, si ce critére est vérifié, il suffit de poser comme
famille (Za.0)a.o la famille (z40)a0 pour obtenir la positivité de ITO. Inversement
si la condition de ITO est vérifiée, on Papplique a la famille presque nulle (y, =

Za’ZO Salxa,a’)azo-

3.2.2 Proposition : Soit S = (51, -+, Sy) un multi-opérateur défini dans un espace
de HILBERT séparable H. Soit D un sous-espace dense inclus dans N, D(S;) tel que
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Uon ait S;(D) C D et 5;5; = S;S; sur D pour tout i,j = 1,---,m. Alors S vérifie la
condition de ITO sur D si et seulement si S|p = (Si|p, -+, Sm|p) admet une extension
formellement normale N = (Ny,---, N,,), définie sur un domaine commun D(N;) =
D’ dans un espace de HILBERT K D H wvérifiant les conditions suivantes :

(i) NX(D') C D' pour tout j =1,---,m.
(ii) Sj|lp C N; pour tout j =1,---,m.
(i) Ny Nj = N;N; et NfN; = N;N; surD', pour tout couple (i, j) dans {1,---,m}?.

Démonstration.
On définit pour cette démonstration P, comme étant 1’algebre des polynomes en les
2m variables complexes 21,21, *, Zm, Zm.

On commence par supposer que S = (S, --,.S,,) admet une extension mutuelle-
ment formellement normale N = (Ny, -, N,,) vérifiant les conditions (i), (i) et (ii7)
de la proposition. Grace a I'hypothese (i), on a :

(3.2.4) DCDC (ﬁ D®(N;) N ﬁ D®(N})).

Soit (Z4)a>0 une famille finie d’éléments de D. Alors, en utilisant la remarque précédente
(3.2.4) et les hypotheses (i7) et (i7i), on obtient :

Z (SPx,,S%p) = Z (NP, Noxg) = Z (N**NPx,, x5)

a,3>0 a,3>0 a,3>0
= > (N*aa, NPzg) = || Y N"zo[|> > 0.
a,8>0 a>0

Inversement, on suppose que S vérifie le critere de ITO sur D. On définit une forme
sesquilinéaire ¢ sur P, ® D grace a ’égalité suivante (et on étend par linéarité a tout
P.®D) :

(3.2.5) p(2°2% @ x, 2777 @ y) = (85+ x, STy).

On peut vérifier que ¢ est anti-symétrique :

6(:77" @y, 227" @ ) = (9°My, 9 a) = g(207¥ @ 1, P77 @ y).

Soit X € P, ® D de la forme ) 227% @ Taa OU (Ta)aa>o0 €St une famille
presque nulle d’éléments de D. Alors, on obtient 1’égalité :

X, X) = > ("7 ®aw, 27 @)
a,B,a/,6'>0

= Z <)S'B-i—o/$oé70/7 Sa+ﬂ,xﬁ,ﬁ/> > (),

a75’a/7B/20
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qui est positif par la remarque sur la forme équivalente a I'inégalité de ITO. Donc, la
forme linéaire ¢ est semi-définie positive. De plus, on a une opération canonique sur
P. ® D en posant :

pX =3 p(2,2):°% @ o, WEP., VX EP.@D,

a,a’>0

X de la forme Za,o/>0 2079 Q Za,o- Donc le produit tensoriel P, ® D peut étre vu
comme un P,-module. De plus, si X =Y .27 @740 et Y = > 5,850 P77 Qup g

sont dans P, ® D, on a pour p(z,%) = 2°7% :

SpXY) =¢( > T @uae, V)= Y (ST gy 0, ST g )

a,a’>0 a,8,a',3'>0
= ¢(X, 22
Donc par linéarité, on obtient :
(X, qY) = o(gpX,Y) = ¢(X,pg.Y), Y(X,Y)e (P.®D)? V(pq)eP.

Cette propriété est quelquefois appelé la P,-symétricité de ¢. Par I'inégalité de CAUCHY-
SCHWARZ, on obtient alors :

|6(p. X, p.X) > < o(Ipf*. X, [p|* X)p(X, X).

Soit A T'ensemble des éléments Y dans P, @D qui vérifient ¢(Y,Y) = 0. Par I'inégalité
précédente, N est également un P.-module. On en déduit qu’il en est de méme pour le
quotient P, ® D/N . On peut alors appliquer la méthode due & GELFAND et NAIMARK
(voir [Ge-Nal], [Du-Schw]|, [Fu2], etc.). Alors, on définit 'espace K comme étant la
complétion de P ® D/N en accord avec la forme sesquilinéaire ¢. L’espace K avec le
produit scalaire (.,.), est un espace de HILBERT, ol on pose :

(3.2.6) (X,Y)y = 6(X,Y), VX,Y €P.@D/N.

Maintenant, on peut définir les opérateurs (Ny,---, N,,) sur l'espace de HILBERT K,
grace a 'égalité :
(327) NJ( Z Zago/ & Ta,of —I—N) = Z zaia, (29 ija,a’ +N

a,a’>0 a,a’ >0

Ces opérateurs (N;); sont bien définis car on a I'inclusion N;(N) C N car N est un
P.-module. Et pour tout j = 1,---,m, on a D(N;) = P, ® D/N = D' qui est un
ensemble dense dans KC. De plus, pour tout j et pour tout k dans {1,---,m}, on a :

N]Nk( Z Zazal & Lo, +N) = Z Zazo/ ® SjSkxa,a’ +N

a,a’>0 a,a’>0

= NkNJ( Z zazo/ X Ta,a! —|—N)

a,a’ >0
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En conclusion, pour tout élément X € D', on obtient N;Ni(X) = N, N;(X), ce qui
est la commutativité de N sur D'. De plus, on a N;(1®@ x +N) = 1 ® Sjz + N qui
peut étre identifié a S;x. En effet, on a :

IN;A @z + M5 =110 Sz + N5 = ¢(1 ® S;z,1© S;z) =[Sz,

et on peut définir une isométrie sur D que 'on étend ensuite par continuité a tout
‘H. Par conséquent, H peut étre vu comme un sous-espace fermé de K. Donc, N =
(Ny, -+, Ny,) est une extension du multi-opérateur S|p = (Si|p, -, Sm|p), on doit
juste montrer maintenant que N est formellement normal. Pour ce faire, on prend
X,Y € D, et on montre que les formes (X + N) = (No(X + N), Y + N), (k =
1,--+,m) sont continues sur l’espace vectoriel D’ (on identifiera dans la suite un élément
de D’ avec un de ses représentants dans D) :

(3.2.8)
(X =1 D (S Skwar, Sy 00)]

aiﬁ7aliﬁlzo

= 3 (S 0, Sy a0 = (X, Z) 6| < NIX 6|2,
a,B,a/,3'>0

olt Z + N est défini par 3, 5 ez @ ys 5 + N si on a représenté Y 4+ N par
I'expression 5.8'50 P77 ® ygp + N. On déduit de la remarque précédente que Y
est dans le domaine de N}. En conclusion, on a D' C N, D(N;). De plus, on peut
calculer explicitement N} (Y) pour chaque Y dans D'. Soit X dans D’, on a alors :

<X7 N:(Y>>¢ - <N/€<X)7Y>¢ = Z <Sksﬁ+a,xa7a’7Sa+ﬂ/yﬁﬂ’>

a,B,a/,6'>0
— <X, Z Zﬁ‘i‘ekzﬁ/ X yﬁﬂ/>¢
8,820
Alors, en utilisant la densité de D’, on obtient :
N> P @ysp) = Y P @y = Y.
8,820 B,8'>0

En plus, on a vérifié que 'espace D’ était invariant par les opérateurs Ny, ---, N} .
v . . . . 7

Donc la condition (i) est satisfaite. Soit X =} 572" ® T € D', on peut

effectuer le calcul suivant pour vérifier la commutativité demandée dans I’énoncé :

NIN;(X) = ) 22 @ Sjwae = NN (X),

a,a’ >0

De la méme maniere, on vérifie que NNF = NSN; sur D', donc la condition (iii)
est également satisfaite. Pour terminer, on doit juste montrer que chaque opérateur
est formellement normal, c’est a dire que 'on a I'égalité [|N;(X)|[y = [| N (X)]|4 pour
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tout X € D’. Mais, si on prend X = Y ., 29Z% @ g, 0N vient de prouver les
égalités :
NJ(X) = Za,a’ZO 2°Z% ® ijo«a'

N]ik (X> = Za,a/zo Za+ej§a/ X T, -

En conclusion, on obtient :

IN;OWE = D (5 Saa, S Sjzpp)

a?lg7a/718/20

= ) (g 0, ST g 0y = |25 X[ = ||NF (X3
a,B,a/,6'>0

Et donc, ceci acheve la démonstration de 'implication voulue. n

3.2.3 Remarque : Dans la proposition de J. STOCHEL and F.H. SZAFRANIEC (pour
un seul opérateur), il y a possibilité de décrire complétement le domaine de l'exten-
sion formellement normale construite. Méme si notre méthode de construction est
complétement différente, on peut obtenir également le domaine de I’extension formel-
lement normale de facon explicite.

En effet, dans la proposition précédente, on a défini les opérateurs N; (j = 1,---,m)
sur le domaine commun D’ = P, ® D/N. Pour décrire D', on doit caractériser les
vecteurs X = > Ozaza’ ® T aVEC (oo )aw>o famille presque nulle de D. 11
suffit de regarder pour Z = 22 ® x. Soit Y = > 5.850 P77 @y e avec (yp.5)p,550
famille presque nulle de D. Alors, on a :

a,a’ >

(Z,Y)o= > (7w, 8745 5) = (2% @ 52, ).
5,8'>0

Par densité de D’ dans l'espace de HILBERT K, on obtient les égalités suivantes :
Z =298 =N**(1® 5"z),

avec Sz qui est un élément de D par I'hypothese de stabilité. En conclusion, on
obtient la représentation :

D' ={) N*“(l@ux)z€cD}

a>0

car I'inclusion inverse est triviale. Bien sur, toutes les sommes sont finies.
En accord avec la définition d’un multi-opérateur hyponormal donné dans le cas
borné par A. ATHAVALE dans (voir [At]) et afin de ne pas utiliser une notion de

commutativité qui est délicate pour des opérateurs non bornés, on définit une notion
hyponormalité jointe pour des multi-opérateurs non nécessairement bornés :

3.2.4 Définition : Soit 7' = (T1,---,T,,) un multi-opérateur non nécessairement
borné défini dans un espace de HILBERT séparable H. On dira que T est mutuellement
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hyponormal (ou jointement hyponormal) sur D si D C N, (D(T;) N D(T})) et si on a
I'inégalité suivante :

(32.9) > ATy, i) > || DTl
ij=1 i=1
pour toute famille (z,---,z,,) dans D™.

3.2.5 Remarque : Si on est dans le cas borné, cette définition est équivalente a celle
donnée par A. ATHAVALE (voir remarque 1 dans [At]). Bien sir, ’hyponormalité jointe
est invariante par permutation, et tout uplet composé a partir d’éléments d’un multi-
opérateur mutuellement hyponormal sur D est également mutuellement hyponormal
sur D.

Dans le cas borné, A. ATHAVALE a prouvé qu’un opérateur S est sous-normal si et
seulement si la famille (1, .S, - - -, SP) est mutuellement hyponormale pour chaque entier
p > 1. Le théoreme suivant montre, en fait, que la notion d’hyponormalité jointe peut
étre reliée avec la notion de sous-normalité formelle ainsi qu’aux conditions (i)-(i77) de
la proposition 3.2.2 (qui sont équivalentes a la sous-normalité dans le cas particulier
des opérateurs bornés).

3.2.6 Théoreme : Soit S = (S1,--+,Sn) un multi-opérateur défini dans un espace
de HILBERT H. Soit, aussi, D un sous-espace vectoriel inclus dans N, D(S;) qui est
dense dans ‘H et qui vérifie S;(D) C D et S;S; = S;S; sur D (i,j =1,---,m). Alors,
la famille (S°)p<q est mutuellement hyponormale sur D pour tout multi-indice v >
(1,---,1) si et seulement si S|p = (Si|p, -+, Sm|p) admet une extension formellement
normale N = (Ny,---, Ny,) définie sur un domaine commun (D' = D(N;)) vérifiant

les conditions (i)-(iii) de la proposition 3.2.2.

Démonstration.
On suppose que les familles (S?)3<, sont mutuellement hyponormales sur D pour tout
a > (1,---,1). On a juste a montrer que S|p = (Si|p,- -, Sm|p) vérifie la condition

de positivité de ITO (en vertu de 1’équivalence de la proposition 3.2.2). Soit ()0
une famille presque nulle d’éléments dans D. Soit aussi o un multi-indice positif tel
que x;7 = 0 quand [ ne vérifie pas I'inégalité I < . Alors, on a :

Z <SI'TJ7SJ:EI> = Z <SIxJ75J$I>‘

1,J>0 I,J<a

De plus, la famille (S%)s<, est mutuellement hyponormale sur D, par consésquent
I’expression précédente vérifie :

(3.2.10) > (STay, 87ap) > (1D (ST a])* > 0.

1,J>0 >0

En particulier, S vérifie le critere de ITO sur D.
Inversement, soit N = (Ny,---, N,,) une extension formellement normale définie
sur un domaine commun (D’ = D(N;) comme dans la démonstration de la proposition
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3.2.2) vérifiant les conditions (7)-(4i7) de la proposition 3.2.2. On a alors :

Z <S[.CEJ7SJ$[> = Z <NI$J,NJ.T[>

I,J<a 1,J>0
= > (N, NTzp) =[] N
1,J>0 >0

Soit y dans D, on définit ¥ ;(x) = (S7x,y) pour tout z € D. Alors, on a les égalités
suivantes :

Uy ()| = (872, )| = Nz, y)| = [{z, N*y)| < ||=].[[N*y]].

On en déduit I'appartenance y € D((S7)*) pour tout multi-indice positif J et par
conséquent y € Nr>oD((S7)*). De plus, pour tout y € D, on sait que (z,(S7)*y) est
égal & (z, N*/y). En conclusion, en utilisant la densité de D, on obtient I’égalité (S7)*y
= Py N*/y olt Py est la projection orthogonale de K sur H (si on reprend les notations
de la proposition 3.3.2). Ceci entraine que 1’on obtient :

(3.2.11)
Y (ST STary =11 Y NTwi|P = |1Pe Y NP =1 Y (7).
I,J<« 0<I<x 0<I< 0<I<x

L’inégalité (3.2.9) est bien satisfaite. Finalement, le multi-opérateur (S7)g<r<q est donc
mutuellement hyponormal sur D. Ceci acheve la démonstration. ]

Ce théoreme donne une généralisation de la proposition 3 de [At] (voir également
la remarque 10 de [At]). La démonstration est une conséquence simple du théoreme
précédent 3.2.6.

3.2.7 Corollaire : Soit S = (S1,- -, Sn) un multi-opérateur borné commutatif sur
un espace de HILBERT séparable H. La famille (S%)s<qa est mutuellement hyponormale
pour tout multi-indice vérifiant o > (1,---,1) si et seulement si S = (S1,-+-,Sn) est

sous-normal.

Démonstration.

Si S est un multi-opérateur sous-normal borné, il admet une extension normale qui est
en particulier une extension formellement normale sur H vérifiant les conditions (4)-
(i) de la proposition 3.2.2. Il suffit alors de prendre comme sous-ensemble D 'espace
‘H tout entier et d’utiliser le théoreme précédent.

Inversement, si toutes les familles (S%)s<, sont mutuellement hyponormales, le
multi-opérateur S = (Sy,---,S,,) (en prenant D = H) admet une extension formelle-
ment normale N = (Ny,---, N,,) par le théoreme précédent qui est de la forme (voir
proposition 3.2.2) :

a,a’ >0 a,a’ >0
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En utilisant les notations du théoreme 3.2.6, on a :

IN; (Y 22" @zaw)lly = (N;X, NjX)s

a,a’>0

= > (27 @ SjTaw, 277 @ Sjzpp)s
a,B,a/,8'>0

- Z <Sﬁ+a e La,als S0 +ej$5ﬂ'>'
a,B,e/,3 20

Par le lemme 2 de [It], on obtient :

Y (8T 0, ST g ) ISP Y (ST raw, S g 0).

a,B,a/,6'>0 a,B,a!,6'>0
Ceci entraine l'inégalité suivante :
IN; X5 < [1X115 118511,

donc les (N;); sont des opérateurs bornés sur K (en les prolongeant par continuité).
Ceci nous permet de conclure que le multi-opérateur N est une extension normale de

S. ]

Dans ce qui suit, on utilise des techniques classiques pour obtenir des relations
entre différents uplets d’opérateurs. Si on prend un multi-opérateur normal et un sous-
normal, sous quelles conditions la famille formée par la juxtaposition de ces deux multi-
opérateurs est-elle encore sous-normale (ou tout au moins formellement normale) 7 Le
fait de juxtaposer des multi-opérateurs entre eux ne nous assure pas la sous-normalité
de la famille qui les compose. En effet, il existe des opérateurs commutatifs bornés et
sous-normaux tels que le bi-opérateur formé ne soit pas jointement sous-normal (voir
[Lub2] pour plus de détails).

3.2.8 Théoreme : Soit A = (Ay,- -, As) un multi-opérateur sous-normal borné défini
sur un espace de HILBERT H. Soit également N = (Ny,---, Ny,) un multi-opérateur
normal non nécessairement borné défini sur le méme espace de HILBERT H. Enfin,
on suppose qu’il existe un sous-espace vectoriel dense D inclus dans N, D(N;) tel que
Uon ait N;(D) C D et A;(D) C D. Si on a linclusion A;N; C N;A;, le multi-opérateur
(A, N|p) admet une extension formellement normale.

Démonstration.
Soit T' = (T4, --,Ts) une extension normale du multi-opérateur A. Alors, on définit
I'espace de HILBERT K comme la complétion de l'espace vectoriel engendré par les
éléments de la forme Tz ol «v est un multi-indice positif et ot = décrit H.

FEtape 1 : Alors, on définit le multi-opérateur S = (Sy,- -+, .S,,) grace aux relations :

(3.2.12) S;(T**x) =T"*N;x, j=1,---,m, VreD.
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Le domaine commun des (5;); (noté par D(S;)) sera I'espace vectoriel engendré par
les vecteurs de la forme T*“zx ou z décrit D. Comme chaque opérateur a le méme
domaine, on le notera par D(S). On peut remarquer également que D(.S) est un sous-
espace dense dans K puisque l'on sait que 71" est borné et que D est dense dans H.
On commence par vérifier que le multi-opérateur est bien défini. Si on a 1’égalité
D oaso T %0 = Y550 T ys, ol (Ta)azo et (yp)p=o sont des familles presque nulles
d’éléments dans D, grace a la normalité de T, on a :

(S0 T 20), S T72) = (3 T Nyja, Y T72) = S (T°Nja, T ).

a>0 §>0 a>0 5>0 ,6>0

Alors, en utilisant I’hypothese sur la stabilité de D et la commutativité, on obtient que
I’expression précédente peut s’écrire sous la forme :

> (ANjwa, A%) = > (N;A'xo, A%) = Y (A'wa, NJA%z).

«,0>0 a,0>0 «,6>0

En effet, on sait que 'on a A%25 € D C D(N;) = D(N7), de plus AN}z est bien défini
puisque 25 € D C D(N}). Par conséquent, en utilisant un théoréeme de FUGLEDE,
PuTNAM et ROSENBLUM (noté jusque la fin, théoreme FPR, voir [Fu], [Put], [Ro]
et [Ru] pour les différentes versions de ce résultat), on obtient A;N; C N;A;. Ceci
entraine I'égalité N;A%z; = A*N; z;. Par conséquent, on en déduit :
(3.2.13)

(S0 T™w0), Y T2%) = > (Aza, A°Njzs) = () T2,y TN;z).

a>0 a>0 a,6>0 a>0 a>0

En utilisant un calcul similaire appliqué a la seconde expression, il en découle 1’égalité

suivante :
(5500 T Pys), > T2) = (S0 Txa), Y T 2).

B=0 >0 a>0 a>0

Alors, en utilisant la densité de 'espace vectoriel D(S), la définition de I'opérateur S;
est bien démontrée :

(3.2.14) S; O T Pys) = SO T xa).
B>0 a>0

Etape 2 : On montre que le multi-opérateur précédemment défini est commutatif
sur D(S). Pour ce faire, on commence par prouver l'inclusion 7;S; C S;T;. En effet,
S;T;(T**x) est égal a S;(T**T;x) (par la normalité de T'), ce qui n’est autre que
T**T;Njx = T**N;A;x par la stabilité de D et la commutativité supposée. On a
également :

ESJ(T*Q$> = ET*aNjiL' = T*OIA,LNJI',

(par les mémes arguments que précédemment) puis on conclut en utilisant I’hypothese
de commutativité. Utilisant la commutativité de la famille )V, on en déduit que S;5; =
S;S; et de plus T' est un multi-opérateur commutatif (puisque normal). Tous ces
résultats permettent d’affirmer que (77, -+, Ts, S1,- -+, Sy ) est commutatif sur le sous-
espace vectoriel D(S).
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Etape 3: On va montrer que, pour tout j = 1,---,m, on a D(S) C D(S}). Soit
y € K, pour avoir y € D(57), il suffit de montrer que la forme linéaire ¢;(z) = (S;z,y)
est continue sur D(S;). Si (Ta)a>o une famille presque nulle d’éléments dans D et si y
est de la forme } 5. T*Pys € D(S), alors on a par I'égalité (3.2.13) :

(3.2.14) (S;0>_T™xa),y) = ()T x40, Y T*Nys).

a>0 a>0 B>0

Par conséquent, on obtient de (3.2.14) :

(3.2.15)
(S50 T wa) )l = | D (TP, T*N;ya)| < 11> T wall || DTN ysl-
a>0 a,3>0 a>0 8>0
Donc, on déduit de l'inégalité précédente que pour tout j = 1,---,m, l'inclusion

D(S) C D(Sy) est satisfaite.
Etape 4 : On peut calculer explicitement I'opérateur S sur I'espace D(S ) qui nous
intéresse. Avec les mémes notations et en utilisant le calcul ci-dessus, on obtient :

(3.2.16) (@, S5y) = (S50 T™20), Y TPyg) = (O T*x0, Yy TN7ys).

a>0 £B>0 a>0 B>0

Enfin, grace a la densité du domaine de S; dans K, on obtient une écriture pour
l'adjoint ST :

(3.2.17) Si(> TPys) =Y TNy,
20 5>0

Etape 5 : Maintenant, il ne nous reste plus qu’a prouver que le multi-opérateur
S1,+ Sy est formellement normal sur D(S). Pour ce faire, on prend x = > __ 7"z,
et on a :

1552 ]* = (SO T™xa), S;0O_ Twp)) = Y (T**Nja, T Nyag).

a>0 5>0 @,820

a>0

Par la normalité de T et la stabilité de D, ’expression précédente devient :

Z <AﬂNan, AaNjZE5> .

a?/azo

Enfin, en utilisant la commutativité ainsi que le théoreme FPR, on a :

> (NA o, NjAzg) = > (N A%z, Ny A%xg).

a,520 a,520

Comme tous les éléments z,, et ys sont dans D C D(N;) = D(N;), ils sont en particu-
lier dans D(A‘SN;) pour tout multi-indice positif d. Par conséquent, on a N;‘Aﬁxa =
APN*zq et NY A%y = A*Nxg. Dol en utilisant I'étape 4, le calcul ci-dessus devient :

(3.2.18) 152> = > (T**N; 20, T**N; 2g) = ||S; ]|,

a,520
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En conclusion, on obtient que S est un multi-opérateur formellement normal sur D(S).
On a construit S tel que (7,5) soit commutatif sur D(S) et comme de plus 7" est
normal, il en découle que (7, S) est également formellement normal sur D(S) (car D(.5)
est invariant par les T}, i = 1,- - -, s) et prolonge (A, N|p). Ceci acheve la démonstration
du théoreme. |

3.2.9 Remarques :

(1) Pour le résultat précédent, on a construit en fait une extension formellement nor-
male de N|p qui « commute » avec I'extension normale minimale du multi-opérateur
A.

(2) Si on se place dans le cas de multi-opérateurs bornés, on obtient un résultat
qui généralise la proposition 2 de [Slo] ou le cas d’un opérateur A sous-normal et d'un
opérateur B normal est démontré.

On utilise le théoreme 3.2.8 pour donner une condition de sous-normalité pour
un multi-opérateur formé par la juxtaposition de deux multi-opérateurs normaux (ou
sous-normaux). On utilisera, en particulier des résultats récents (parus en 2001) de
J. ESCHMEIER et F.-H. VASILESCU sur les extensions auto-adjointes d’opérateurs
symétriques (voir le théoreme 3.2 de [Es-Vas)).

3.2.10 Corollaire : Soit A = (A, -, As) un multi-opérateur sous-normal borné
défini sur un espace de HILBERT H. Soit N = (Ny, - -+, Ny,) un multi-opérateur normal
(non nécessairement borné), défini dans le méme espace, tel que I + Zlgjgm NINj,
défini sur D, admette une image dense (ot D est un sous-espace dense inclus dans

" D(N;) tel que lon ait N;(D) C D, A;j(D) C D et N}(D) C D). On suppose, enfin,
que U'on a A;N; C N;A; (i=1,---,m;j=1,---,5). Alors le multi-opérateur (A, N|p)
admet une extension normale.

Démonstration.
On utilise les notations de la démonstration du théoreme 3.2.8. Soit U l'opérateur
défini sur le domaine D(U) par :

(3.2.19) UX = ) 85X, VXeDU)=D(S)
1<j<m

L’opérateur U est bien défini du fait de la double inclusion suivante (que nous avons
déja vérifiée plus haut) : S;(D(S)) C D(S) C D(S;). On commence par calculer
explicitement ((/ + U)X, X) (on notera X par I'expression ) ., T""7,) :

(T+U)X,X) = | ST wlP+ 3 37 (TN Ny, T).
a>0 1<j<m a,8>0
Par la normalité de T', on a :
1Y "7 walP+ > Y (TN Njza, T).
a>0 1<j<m a,8>0
Par la stabilité de 'espace D, cette expression devient :

I ZT*%&H? + Z Z (APN?Njzo, A2g).

a0 1<j<m a,520
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Enfin, par I'hypothese de commutativité ainsi que le théoreme FPR, ceci peut s’écrire :

(3.2.20) (I+ D)X X) =D T x|+ Y 1D TNzl

a>0 1<j<m  a>0

Grace a la définition de S} sur D(S) et puisque I'on a supposé N;(D) C D, on obtient
(I +U)D(U) C D(U). De plus, par le calcul précédent, on voit que 'opérateur U est
injectif. Soit Y de la forme ) Ty, € D(U) et soit X de la forme _ ., Tz,
ona:

(3.2.21) (I+U)X =) T+ Y N;N

a>0 1<j<m

Par conséquent, grace a I'hypothese de densité de I'image de I + >, <jem INFNj, on

obtient la méme propriété pour 'image de [ + U, op—'erateur défini sur l'espace

vectoriel D(S) (on utilise également la continuité des opérateurs (777);). Comme les

opérateurs S vérifient D(S;) C D(S}), on décompose chaque opérateur comme C)j+iB;

avec D(B;) = D(C;) (voir le lemme 2.2 de [Ot] pour de telles décompositions, voir

aussi [Es-Vas]), ou les opérateurs (C}); et (B;); sont symétriques. En fait, on a :
S;+ 5% S; — S5

Cj = % et Bj = 2

De plus, comme D(S) est invariant par chaque S; et chaque S} puisque N; (D) C D,

on obtient : . .
S) C [\ D>(S) N[ D(S)).
i=1 i=1

On a également, grace a la commutativité du multi-opérateur N et a sa normalité,
S;Skr = SpS;x et S;Six = SiSjx pour tout x € D(S). On en conclut que :

B;Cyx = B;Cyr = CyBjx = CyBjx, VY € D(S).

Ceci implique que pour tout = € D(S), on a S;S;r = wa + Bfw. Donc, en utilisant
le théoreme 3.2 de [Es-Vas], on obtient que 'opérateur U qui s’écrit :

Ur = ZS}“ij = ZCjza: + szx, Vo € D(S),

Jj=1 Jj=1

est essentiellement auto-adjoint. Et par une généralisation d’un résultat de Nelson (voir
[Nel] et [Pu-Vas2] également), on obtient que (Cy, - - -, Cpn, By, -+, By,) est une famille
commutative d’opérateurs auto-adjoints. Si (z,y) est un bi-point dans le graphe de Cj,
il existe une suite (z,),>0 dans D(C}) telle que l'on ait z,, — z et Cjz, = ijn — 1y =
Cjx. On éberit v, =Y, T 27, et on a :

N+N* N; + N;

TiCjan = DT ———Lz, =) T*ITTM n = CThx,
>0 >0
(pour vérifier la relation Tj.(N; + N7)z1, = (Nj + N )Ti21,, on doit juste remarquer
que 2y, est dans D C ‘H et utiliser le théoreme FPR ainsi que l'invariance de D par
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N ]’-‘). La suite (7},Cjxn)n>0 converge vers Tk@x parce que 'opérateur T}, est continu.
Donc, (T, C;Tyx,) est dans le graphe de F] qui est fermé et cette suite converge vers
le bi-point (Tyz, TxC;x). En conséquence, (Tyx, T;,Cjx) est dans le graphe de C;. Ceci
implique, en particulier, que T}z est dans le domaine D(C;) et qu'il vérifie C;Tx =
T, k@x Bien str la méme opération peut étre faite pour les fermetures canoniques des
opérateurs By. Ensuite, il suffit de poser :

Rj=Cj+iBj, j=1,---,m,

Ceci entraine que le multi-opérateur R = (Ry, - - -, R,;,) est normal. De plus, R satisfait
TyR; C R;T}. Donc, pour tout ensemble borélien o; (si E; est la mesure spectrale
associée a R;), on a T,E;(0;) = E;(0;)T} (voir le théoreme 13.33 de [Ru]). Si Fj, est
la mesure spectrale associée a T}, alors E; et Fj, commutent dans le sens :

(3.2.22) Ex(m)Ej(0;) = Ej(0;)Fi(7s),

ou 73 est un ensemble borélien de C. Pour tout couple d’ensembles boréliens de la forme
=01 X XOpetT=17 X+ XTg,ona F(r)E(c) = E(c)F(7), puisque F(1) =
Fi(m) - Fy(7s) et E(o) = Ey(01) - Ep(o). Enfin, on approxime chaque ensemble
borélien par des éléments de cette forme. Finalement, on en conclut que la famille
(T, R) est une famille commutative d’opérateurs normaux qui prolonge (A, N|p). ®

3.2.11 Remarques :

(1) Dans le cas d’opérateurs bornés, on sait que si A est sous-normal et commute
avec un opérateur normal B, (et si N est ’extension normale minimale de A) il existe
une unique extension normale de B qui commute avec N (voir la proposition 2 de
[Slo]).

(2) Le fait de supposer plus de conditions sur le multi-opérateur N dans le corol-
laire précédent 3.2.10 semble nécessaire. En effet, on sait que si on a deux opérateurs
commutatifs sous-normaux bornés S et T, et si S admet une extension sous-normale
qui commute avec ’extension normale minimale de T, ceci n’est pas équivalent au fait
que le multi-opérateur (S, T") soit sous-normal (voir le probleme 2 de [Abr]).

(3) La normalité formelle dans le cas d’un seul opérateur peut étre liée & la norma-
lité. En effet, E.A. CODDINGTON donne des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu'un opérateur formellement normal soit normal (voir [Cod]). Mais ceci n’est pas tou-
jours valable, en fait il existe des opérateurs formellement normaux qui n’admettent
pas d’extensions normales (voir par exemple [Ot-Sch]).
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Partie 1I1.3 Sous-normalité jointe

Dans cette troisieme section dédiée aux opérateurs non bornés, nous nous intéresserons
au probleme de la sous-normalité proprement dite. On donnera plusieurs criteres de
sous-normalité jointe. Dans toute cette partie, on s’occupera de multi-opérateurs ayant
un sous-espace invariant et dense. Les premiers criteres utilisent des solutions du
probléeme des moments sur des ensembles non bornés dans le cas de plusieurs variables.
On donne en particulier des caractérisations en terme d’existence de multi-suites de
formes sesquilinéaires vérifiant certaines conditions de positivité (voir [Vas4] pour des
résultats similaires). Nous donnons également un critere basé sur une méthode due
a STOCHEL et SZAFRANIEC ou le cas d'un seul opérateur a été traité (voir [St-Sz2]).
Cette derniere nécessite entre autres choses la notion de sous-normalité formelle traitée
précédemment.

On donne également une premiere application de ces criteres au cas de multi-
opérateurs formés d’applications linéaires bijectives. Ces résultats généralisent des pro-
positions publiées en 1989 par les derniers auteurs cités.

Avant de commencer proprement dit, on introduit plusieurs notations et remarques
nécessaires. Soit A une forme sesquilinéaire, on note par A~ le conjugué de A : c’est-a-
dire la forme définie par :

V(z,y), A (z,y)=\a,y);

X n'est plus sesquilinéaire.

On travaillera avec des 3n-suites de formes sesquilinéaires © = (@a7ﬁ7(§)a7ﬁ75€21
définies sur un sous-espace vectoriel D de ‘H, vérifiant pour tout multi-indice («, 3,0) €
(Z1)? et pour tout couple (z,y) dans D x D :

(l) @0,0,0(*, *) = <*> *>|D><D7
(3.3.1)
(11) Oaps =OFas0W,

olt (x,%) est le produit scalaire sur H et on W est 'involution sur H? donnée par
W(x,y) = (y,z). On peut associer a cette multi-suite © une forme hermitienne uni-
tale Ag sur F ® D, ou F est l'algebre des fractions rationelles en (Z,z) avec des
dénominateurs de la forme (1 + [21]?)“ -+ (1 + |2,]?)*".

3.3.1 Définition : En reprenant ce qui vient d’étre dit, soit Ag une forme hermitienne
définie sur F ® D. On dira que Ag est unitale si, pour tout = € D, on a :

Ao(l®@z,1®x) = ||z

Afin de ne pas alourdir les notations, on notera par (1 + |z|?)* I'expression (1 +
|21]2)«t - -+ (1+]2,|*)“" ot w est le multi-indice négatif (wy, - - -, w,). Si on considere dans
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I’algebre F la famille génératrice (2%2°(1+ ]2\2)_5)%3,5@1, alors pour toute paire (¢, 1))

dans (F@D)?, ¢ = 3, 55 2° 2P (1+]2) T @zaps et ¥ = 3, 55 22" (14]2*) " @Ya,.6,
on définit Ag par :

A®(¢> @Zf) = Z @a+ﬁ’,ﬁ+a/,6+6’ (xoa,ﬁ,& ya’,ﬁ’,&’)-
o,B3,6,a,3,6'

Enfin, la multi-suite © sera dite de type positive si la forme associée Ag est semi-
définie positive.

Du fait que O est la restriction du produit scalaire sur H, on peut affirmer que
I’application linéaire D > x — 1 ® x € F ® D est une isométrie, qui peut s’étendre
par continuité a ‘H tout entier. Ceci permet d’identifier D comme un sous-espace de
F ® D. Pour plus de détails, on peut se référer a ’égalité (1.10") et a 'exemple 1.5.1
de [Vasd].

Soit (e1,- -, e,) la base canonique de R™. On peut alors donner la caractérisation
de sous-normalité jointe suivante (on peut noter qu’'une autre version de ce résultat a
été donnée par F.-H. VASILESCU, voir le théoreme 3.4 de [Vas4)) :

3.3.2 Théoreme : Soit T = (11,---,T,) un multi-opérateur non nécessairement
borné défini dans un espace de HILBERT H. Soit D C D(T1)N---ND(T,,) un sous-espace
vectoriel, dense dans H et invariant par 11, ---,T,. Il existe un espace de HILBERT K
contenant H et un multi-opérateur normal N = (Ny,---, N,) défini dans K tels que
Uon ait D C D(Ny) N---ND(N,) et Tjx = Nz pour tout élément x dans D et pour
tout j dans {1,---,n} si et seulement si il existe une 3n-suite © = (On,5,6)a,psez; de
formes sesquilinéaires définies sur D x D vérifiant les cing propriétés suivantes :

(1) ©o0,0(%,%) = (*,%)|pxD-

(2) Ooe,0(w,y) = (T2,y) pour tout (x,y) € D X D et pour tout j € {1,---,n}.

(3) @ej,ej,o(x,l') = @ejaovo(TEjmax) = HTeij27 j S {17 e 7”}: zeD.

(4) Ouaps = Oapste; T Oate; pre;s+e; Pour tout o, 3,6 € ZT} et pour tout
je{l,---,n}.

(5) © est de type positive.

Démonstration.
On suit les lignes de la démonstration du théoreme 3.4 de [Vas4] (voir également
[Pu-Vas2] et [Vasb] pour des méthodes similaires). Comme il existe des différences
importantes dans la démonstration, on donnera tous les détails. On commence par
supposer que le multi-opérateur T'|p = (Ti|p, - - -, Tn|p) admette une extension normale
N, définie dans un espace de HILBERT K contenant H. De plus, par notre hypothese
d’invariance, on a l'inclusion :
D D*(N).

Soit F la mesure spectrale (jointe) associée au multi-opérateur normal N. On définit
les formes sesquilinéaires ©, 545 sur D ® D par :

(3.3.2) Oup4(z,y) = </ 222°(1 + |2°) °dE(2)x,y), Vo, 8,0 € ZTt, ¥(x,y) € D
o()
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En particulier, pour tout (x,y) dans D? on a :

(3.3.3) O©o00(z,y) = </ ldE(2)z,y) = (z,y).

a(N)

Ceci entraine (1). De facon similaire, on obtient la condition (2) :

Oo,e;0(x,y) = </( )ZejdE(Z)CL’,w = (N%z,y) = (T%x,y).
o(N

Pour la propriété (3), on a :

O, e 0. 7) = { / 2929dB(2)e,x) = (N Nz, z) = || N9z|| = ||[T9z] 1,

o(N)
et
(N* Nz x) = (/ Z9dE(z)N“x,x) = O, 00(T 2, 7).
o(N)
Et pour chaque j € {1,---,n}, I'égalité suivante est évidente :

22014 [27)70 = 2% (1 4 [2) 707 4 20t 20 (14 |2f?) 074,

Or cette relation appliquée au calcul fonctionnel de N entraine trivialement (4). Enfin
pour la condition (5), si on prend ¢ = Y 55 2°2° (1 + |2[*)? @ 24,3, dans F @ D, on
obtient :

A®(¢a ¢) = Z ®a+ﬁ’,ﬂ+a’,5+5’ (xaﬂﬁv xa’,ﬁ’ﬁ’)
a,B,6,a 3,6

= X (O ) AR (5,30
aB,6,a,8,6 Y oWN)

Cette derniere expresssion n’est autre que :

</ (L |2*) T dE(2) / 272 (Lt [22) 0 dE(2) 0 501 2ot .)
o(N)

a,B,8,0/,8,6' o(N)

Comme on sait que I'adjoint de l'opérateur fU(N) 7722 (1 4 |2]2)"YdE(2) n'est autre
que fU(N) 2829 (1 4 |22)~9dE(z), (voir [Du-Schw] théoreme 6 p.1196), on obtient
I'inégalité suivante :

Neo(6,0) = | / o A Bl 2 0.

a7ﬁ76 g

Pour 'implication réciproque, on suppose que Ag est semi-définie positive sur F ®
D. Si on écrit chaque z; = u; +1v;, alors F peut étre vu comme 1'algebre des fractions
rationelles a 2n variables réelles ou les dénominateurs sont de la forme H?:l(l +

u? + UJZ)‘SJ'. On notera par Uy,---,U,, Vi, -+, V, les opérateurs multiplication par les
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variables indépendantes uy, - - -, uy,, vy, - -, v, respectivemenet sur F @ D/Ng (ou Ng
est l'espace de tous les éléments ¢ € F ® D satisfaisant & Ag(¢, ) = 0). On peut
vérifier que les opérateurs (I + U ]2 + ‘/;2) sont positifs et avec le méme domaine dense
F @ D/Ng, qui est en particulier invariant par chaque Uy, ---,U,, Vi,---,V, dans
I'espace de HILBERT H, associé a Ag (o Hy est la complétion de F ® D/Ng et
ou ||.||a est la norme hermitienne associée, pour plus de détails on peut se référer a
|Ge-Nal, [Du-Schw], [Fu], etc.). En effet, grace a la linéarité de Ag et en utilisant le
fait que les différentes variables uq, - - -, u,, v, - -, v, sont réelles, on obtient :

(3.3.4) = No(¢, ¢) + Ae(u;d, u;d) + Ao (v;d, v;¢)

= 10lI3 + [l ¢l 13 + [lv;@lIR = 0.

De plus, ces opérateurs (I + Uj2 + Vf) sont inversibles sur leur domaine de définition
puisque 'algebre F est ’ensemble de toutes les fractions rationnelles avec des dénominateurs
de ce type. L’invariance de F @ D/Ng est également évidente. Egalement, pour chaque
(4,k) € {1,---,n}? en utilisant la commutativité de Uy,---,U,, Vi, -+, V,, on a
I’égalité suivante :

Wi =TI +U+ VAU +U;+ V)
(3.3.5)
=T+ U2+ V24 U+ V24 (U;U)?* + (V;Vi)? + (U;Vi)? + (V;Ur)2.

Grace aux remarques précédentes, ces opérateurs W;, sont tous positifs, inversibles et
définis sur I'espace vectoriel dense F ® D/Ng qui est invariant par tous les W, ;. On
peut donc appliquer le lemme 2.2 de [Pu-Vas2], donc les fermetures canoniques m
des W;, sont des opérateurs auto-adjoints. Maintenant, en appliquant la proposition
2.1 de cette méme référence (qui généralise un résultat de [Nel]), on obtient que les
fermetures E, Vj, ﬁk; Vk, UjUk, ‘/JVk, Uij, ‘/JUk, des Uj, ‘/j, Uk, Vk, UjUk, ‘/JVk, Uij,
V;Uy, respectivement, sont des opérateurs auto-adjoints commutatifs. En particulier,
U, Vj, Uy, et Vi, commutent pour tout couple (j,k) € {1,---,n}? Finalement, on
obtient que les opérateurs Uy, ---,U,, Vi, -+, V, sont essentiellement auto-adjoints, et
de plus leurs fermetures canoniques commutent. On pose alors les opérateurs :

Ces opérateurs (INq, - -+, N,,) commutent et sont normaux. Soit F' la mesure spectrale
associée a cette famille d’opérateurs normaux. Alors, si r(Uy, -, U,, Vi, -+, V,) est

l'opérateur défini sur F @ D/Ng par :
(U, U, Vi, Vi) (0 + No) = rd + N,
pour tout r € F et ¢ € F ® D. Alors on obtient les inclusions suivantes :

(337) T(Uh"'?Una‘/lJ“'?Vn) - 7’(717"'77117717"'7711)7
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pour tout élément r dans F ou r(Uy,---,U,, Vi, -+, V,) est donné par le calcul fonc-
tionnel de la famille commutative d’opérateurs auto-adjoints. En effet, si 7 est un
polynéme, cette affirmation est triviale. Maintenant, soit g5 = (1+u? +v})=%1 ... (1 +

U%“‘Ug)iﬁ" avec ﬁ € Z:L- On agﬁ(Ub' ’ '7Una‘/1a T 7Vn) C gﬁ(Ula o '>Un7‘/17 o 'aVn)a
puisque :

gﬁ(ﬁla7Vn)[g—,@(UlvaUn7‘/l77Vn) _g—ﬁ(ﬁly"'amyvly"'yvn)] = Oa

sur F ® D. En combinant les deux remarques précédentes, on obtient bien (3.3.7).
Maintenant, comme on a Ag(2* @z, 1 ®y) = (N*(1®z),(1 ®y)), on en déduit :

(338) A@(Za ® Z, 1 X y) = / ZadF1®z71®y.

o(N)
En utilisant le plongement naturel de ‘H dans H,, on peut identifier I'opérateur 7); dans
H et l'opérateur défini par 1 ® x — 1 ® Tjz. En conclusion, pour tout j € {1,---,n}
et pour tout couple (x,y) € D? on obtient :

| Tjz — Nz|[} = ||Tjz||3 + || Nzl [} — 2R(Tjz, Njx)a

= Oc, c;0(, ) + (N7 Nz, 2)5 — 2RO ¢, 0(7, Nj7)

€5,€5,

= A@(Zej Rx,29 & 1’) + / Zejgede1®z71®x — 2%/\@(2% Rz,1® ij)
a(N)

=20o(29 ® 2,29 ®x) —2Ae(2% ® x,1 ® N;z) = 0.
(ou R représente bien sur la partie réelle d’'un nombre complexe). Par conséquent, on

a:
Ve € D, Tjx = Nx.

Le multi-opérateur T'|p = (T}|p, -+, Tu|p) admet donc bien une extension normale. ®

3.3.3 Remarque : Au début de cette section, a partir d'une 3n-suite de formes
sesquilinéaires, on a défini une forme hermitienne unitale Ag sur 7 ® D. De maniere
similaire, soit A = (Aqp6)a,5sezz une 3n-suite d’applications linéaires sur un sous-
espace D inclus dans H, vérifiant pour chaque élément («, 3,6) € (Z")? et pour tout
couple (z,y) € D x D les deux propriétés suivantes :

(141) ANg oo = I|p,
(3.3.9)
(ZU> <Aa,ﬁ,5x> y> = <l’, Aﬁ,a,5y>'

Alors, on peut associer a cette multi-suite une forme hermitienne Apn sur F ® D
en posant pour tout couple (¢,) dans (F ® D)? (avec les représentations ¢ =

Yo 22U+ 2P) P @aags et v =32, 55 2%2 (14 2) 7 @ Yaps)

Aa(@ )= > (DarssrastoTass: Yo gs):
a,B,0,a 3,0’
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De plus, cette multi-suite A sera dite de type positive si la forme associée Ap est
semi-définie positive.

3.3.4 Corollaire : Soit T' = (11,---,T,) un multi-opérateur défini sur un espace de
HILBERT H. Soit D C D(Ty)N---ND(T,) un sous-espace, dense dans H et invariant
par chaque T, ---,T,. Il existe un espace de HILBERT K contenant H et un multi-
opérateur normal N = (Ny,---, N,) défini dans IC tels que D C D(Ny) N ---ND(N,)
et T;x = N;x pour tout élément x dans D et pour tout j dans {1,---,n} si et seulement
st il existe une 3n-suite A = (Ao p6)a,psezy dapplications linéaires sur D vérifiant les
cing propriétés suivantes :

(1) Ago0 = I|p.

(2') Ao, 0 =Tz pour tout x € D et pour tout j € {1,---,n}.

(3") (Agje, 00, 0) = (A, 00T, ) = ||T%x||?, j € {1,---,n}, x € D.

(4') Aaps = Dapisre; T Date, Bie;i4+e, POUr tout a, 3,0 € Z7 et pour tout
jed{l,---,n}.

(5") A est de type positive.

Démonstration.
On suppose que T'|p = (Ti|p, - - -, Tn|p) admette une extension normale N, définie dans
un espace de HILBERT K qui contient H. Soit E la mesure spectrale associée a cette
extension N et soit Py la projection orthogonale de K sur ‘H. On définit les opérateurs
Ay s par:

(3.3.10)  Aupsr = PH/ 222°(1 + |2))°dE(2)x, Va,B,0 €ZT, Vx€D.
o(N)

En posant les formes sesquilinéaires Q,55(x,y) = (A4 pgsz,y) pour tout «,[,0 €
7%, x,y € D, on obtient une 3n-suite €} = (Qa’@(g)a,ﬁ’(seZi de formes sesquilinéaires sur
D x D. On peut vérifier sans trop de difficultés que les propriétés (1’)-(5’) sont bien
satisfaites, ce sont les mémes types de calculs que dans le théoreme 3.3.2 (en utilisant
en plus la densité de D dans H).

Pour I'implication inverse, il suffit d’utiliser le théoreme 3.3.2 avec la 3n-suite 2 =
(Q20,6,6)a,86ezn de formes sesquilinéaires sur D x D définie ci-dessus. Les conditions
(i) et (iv) sur la multi-suite A impliquent clairement les conditions (7) et (i7) sur la
multi-suite 2. Il en est de méme pour les hypotheses (1')-(5") sur A qui impliquent que
Q) vérifie les hypotheses (1)-(5) du théoréeme 3.3.2. |

Les résultats de cette section nous donne des conditions nécessaires et suffisantes
pour décider si un multi-opérateur T'|p = (Ti|p,---,Tn|p) est ou non, sous-normal.
Néanmoins, dans ces formes, ces conditions ne sont pas assez explicites puisqu’elles
ne dépendent pas uniquement du multi-opérateur donné T'|p mais aussi de 'existence
d’une multi-suite de formes sesquilinéaires ou d’applications linéaires, avec des pro-
priétés particulieres. Dans la suite, on va donner des applications plus précises et plus
explicites ou ces criteres peuvent s’appliquer, des situations ol n’interviennent que des
conditions sur le multi-opérateur donné 7T'|p.
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Avant de donner un autre critere de sous-normalité, on donne un exemple ou ces
derniers résultats s’appliquent. On va donner des relations entre la sous-normalité
d’un multi-opérateur (ou chaque opérateur « coordonnée » est inversible) et la sous-
normalité du multi-opérateur défini par leurs inverses. Méme si on connait des résultats
pour un opérateur (voir le corollaire 2 de [St-Sz2]), le résultat semble étre nouveau pour
des uplets d’opérateurs. Il existe des uplets d’opérateurs permutables sous-normaux
qui n’admettent pas d’extension normale. A. LUBIN a donné un exemple d’un couple
d’opérateurs sous-normaux n’ayant pas d’extension normale (jointe) (voir [Lub2] et

[Abr], voir aussi [Lub3]).

3.3.5 Corollaire : Soit T' = (Ty,---,T,) un multi-opérateur défini dans un espace
de HILBERT H. Soit D un sous-espace dense inclus dans N, D(T;) tel que T;D = D
pour tout i = 1,---,n. On suppose que chaque T; est bijectif sur D. Alors, T|p =
(T1|p, -, Tulp) est sous-normal si et seulement si T~ p = (T7 p, -+, T p) est
sous-normal.

Démonstration.
Si le multi-opérateur T'|p est sous-normal, il existe une 3n-suite de formes linéaires
définies sur D, (On.5.5)ass Vérifiant les propriétés (1) a (5) du théoreme 3.3.2 (comme
T|p est sous-normal, T'|p est également permutable. On peut donc décrire sans am-
biguité les puissances de T'|p). On peut décrire une de ces multi-suites (voir (3.3.2)) :

O psl,y) = { / 29281+ o) dE()r,y), Vo, 5.5 € TT, W(r,y) € D,
o(N)

ou E est la mesure spectrale associée a ’extension normale N de T'|p. Dans un premier
temps, on peut donner deux propriétés supplémentaires vérifiées par cette multi-suite :
pour tout (x,y) € D? et pour j=1,---,n, 0on a:

Oups(Tyr,y) — | / 229(1 + 22) PdE(2) Ny, y)

o(N)
(3.3.11)
= ([ o) CAE )5, 5) = O, alo )
o(N)
De fagon similaire, on a également pour tout (z,y) € D? et pour j =1,---.n:

@a,,@,&(l} ij) = ®a+ej,,6,6(xa y)

Maintenant, on définit la multi-suite A = (A, 3) de formes sesquilinéaires sur D, par
I’égalité suivante :

(3.3.12)  Aups(®,y) = Oups(T° 2, T°7*y), Va,B,06 € ZT, Y(v,y) € D

Alors, on va vérifier que cette nouvelle multi-suite satisfait aux conditions (1) a (5) du
théoréme 3.3.2 pour le multi-opérateur 7'|p = (77 *|p, - -+, T '|p). Dans un premier
temps, on a évidemment :

Ao,o,o(%?J) = @0,0,0(95; y) = <l‘a y)-
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En ce qui concerne la propriété (2), il suffit de voir :
AO,e‘j,O(:m y) = @O,e]-,O(T;'_2m7 y) = <1}1—;—2ZL‘, y> = <,I'j_1x7 y>
La troisieme relation découle des deux séries d’égalités suivantes :

Beepale) =000 oIy 17%0) = |12
Aejvo,O(Tj_lx,x) = @ej7070(7}_1x,7}_2x) = @6j,070(7}7}_2x,Tj-_2a:) = ||Tj_1$||2.
La quatrieme s’obtient grace au calcul qui suit, pour tout couple (z,y) € D :
—Da36(2,Y) + Dagote, (,Y) + Dase; g1, d+e; (T, Y)
= —O, 44(T5 20, TO20y) + @a7576+6j(T5+6j—26x’ To+ei—2ay)
+Oate; fte; 0+e; (T8, TO~ e~ 2y)
= —@a+ej,ﬁ+ej75(T576jf2ﬂ$a To—eim20y) 4 Oat2e;,6+2¢;,5+¢; (T2, e =20y

+@a+ej B+e;,0+e; (T(S_ej _26377 T _Q(Xy) :

= _G)a,b,c(ua U) + @a—l—ej,b—l-e]-,c-l—ej (U; ’U) + @a,b,c—i-ej (u7 U) - 07

otton aposéa=a+e;, b= LF+ej, c=08u=T"%2Fyetv="T0"%"2%. Enfin, pour
la condition de positivité, on doit montrer que, pour toute famille presque nulle z =
(xa,ﬂ,é)a,ﬁ,é d’éléments dans D, la somme Za,,@,&,a’,ﬁ’,&’ Aa—l—,@’,,@-{-a’,é-{-é’ (:L‘aﬂﬁ, J]a/73/75/) est
positive. Soient ag = (max{ar},---,maz{a,}) et By = (maz{f},---,mazx{G,}).
Alors, cette somme peut s’écrire :

! ! ! !
§ @a+ﬁ’,ﬂ+a’,5+5’<T6+5 e La,B,85 T6+6 =2 720%@’,[3’,5’)
a7ﬁ767a,7ﬂ/76/

- Z Ot g s (TOT0 20200 2= B)2lo0=el) g s,

a,B3,6,a/,8,6'
T5+5/—2ﬁ0—2040+2(ﬁ0_ﬁ/)+2(a0_a)xa/7ﬁ/’§/)

T9—2B0—20c0+2(50—5)

= E @a+ﬂ/+6+2(aofa),ﬁ+a’+5/+2(a070/),6+6’( Ta,B,6,

a’ﬁ75’a/7/8,?5,

T6l_2/80_2a0+2(ﬁ0_5/)$a/ 8 5/).

Donc, si 'on pose a = a+5+2(ag—a), b= (3, ¢ = 0§, et yop. = T 2007200+2B0=B) g 5 5.
la formule précédente n’est autre que :
Z @a—l—b’,b—i-a’,c—‘rc’ (ya,b,ca ya’,b’,c/)

A
a,b,c,a’ b’ ¢

qui est positif puisque O satisfait a la propriété (5). Par conséquent, on peut appliquer
le théoréme 3.3.2. Ceci entraine que le multi-opérateur T~ p = (T} Y|p, -+, T p)
est sous-normal.
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De maniere évidente, vu ce qui vient d’étre démontré, T~!|p sous-normal implique
que T'|p est sous-normal également. u

3.3.6 Remarque : Dans le corollaire précédent, on ne suppose pas que les inverses
des opérateurs (T;|p); soient bornés. Ce théoreme est une généralisation d’un résultat
obtenu dans [St-Sz2] en 1989 (voir corollaire 2b), ou le cas d'un seul opérateur a
été étudié. On peut noter que ce corollaire peut se démontrer directement par la
proposition suivante :

3.3.7 Proposition : Soit T' =T, ---,T, un multi-opérateur défini dans un espace
de HILBERT H et soit D un sous-espace dense vérifiant D C N;_D(T;) et T;(D) = D.
Si T est sous-normal et chaque T} inversible sur D, on a pour tout x € D :

Tj_lar = / 9j(2)dE(2,Z)x, j=1,---,n,
o(N)

ot N est une extension normale de T' de mesure spectrale E et ou la fonction g;
est donnée par : g;(z) = Zjlx{zﬁo}(z). En particulier, le multi-opérateur T |p =
(T p, -+, T7Yp) est sous-normal.

Démonstration.

Les fonctions (g;); sont des fonctions boréliennes, définies sur C", on peut donc définir
les opérateurs K grace au calcul fonctionnel par les égalités suivantes :

K; :/ 9j(2)dE(2,Z), j=1,--- n.
a(N)

On pose alors les fonctions ¢, ; : 2 — zj’lxﬂzﬂzl/m}(z). On a évidemment la suite
(¢m.j(2))m qui converge vers g;(z) quand m tend vers +oo. Soit = € D, on obtient :

omi()AE (D) = | MBI

o(N)

= / Pm,j(2)dE(2,Z) / 2B (2,2) T} e
o(N) (N)

g

= / ldE(z,E)Tj_lx = E({|z]| > 1/m})Tj_1x.
a(N)N{|zj|=1/m}

Cette derniere expression converge vers E({z; # O})Tj_lx. En particulier, on montre
linclusion D C D(Kj) et Kjz = E({z; # 0})Tj_1aj. Si on note par P; la projection
orthogonale E({z; # 0}), on veut montrer que Pjz = x pour tout z € D. Pour ce
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faire, on pose y = Tj’lx, et on obtient :

Pix = E({z # 0}z = E({z # 0N T;T; v = E({z # 0})N;y

—B((z 20) [

o(N)

2;dE(2,Z)y = / 2;dE(z,Z)y
{z;#0}

= / 2;dE(2,Z)y = Njy =Ty = x.
a(N)
Et donc on obtient le résultat voulu. ]

De prime abord, on aurait eu envie de prendre des extensions minimales, pour ob-
tenir des extensions normales également inversibles. Malheureusement, ceci est délicat
dans le cas non borné (voir en particulier [St-Sz3]), méme pour un seul opérateur. De
plus, méme si on obtient des résultats sur une notion de minimalité pour des multi-
opérateurs (voir la derniere section), on obtiendra des conditions sur le spectre joint.
Or ici, il faudrait que chaque composante de I’extension normale soit inversible.

3.3.8 Exemple : Si zy,---, z, sont des nombres complexes non nuls tels que leurs
modules vérifient |z;|7! < 1,--+,|z,]7 < 1, on a I'égalité :
(3.3.13) (14 [2) 02 =) fu(0)z

k>0

pour tout multi-indice positif v, 3, d, k, oton pose f,(8) = [ 11—, ax,;(0;), avec (ax(0))x>0
(1,0,---) et ax(m) = (=D*(m + k — D)![m!(k — 1)!]"" pour m # 0. Les séries sont
absolument convergentes. Cette représentation suggere la définition suivante : soit
T = (T1,---,T,) un multi-opérateur non borné, et soit D un sous-espace dense inclus
dans D(Ty) N---ND(T,) tel que T soit commutatif sur D. On suppose, de plus, que
chaque élément composant T est inversible et que la norme de chaque 7, ' est stric-
tement plus petite que 1. On suppose, enfin, que T;D = D pour tout entier ¢. Alors,
on peut construire explicitement une multi-suite de formes sesquilinéaires © : on peut
définir pour tout multi-indice positif «, 3,4 et pour chaque couple (z,y) dans D? :

(3.3.14) Oups(T)(x,y) = Y fulONTP 05 a, TO0"y).

k>0

Les conditions sur les normes des T, impliquent que les séries (3.3.14) sont absolument
convergentes. De plus, on peut vérifier que les propriétés (1) a (4) du théoreme 3.3.2
sont bien satisfaites.

Proposition :  Soit T" = (T3,---,T,) un multi-opérateur défini dans un espace de
HILBERT H et soit D un sous-espace dense vérifiant D C N;_,D(T}) et T;(D) = D.
Supposons que chaque T; admette un inverse de norme strictement plus petite que 1.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) T est sous-normal
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(17) Z (T 12y, T~72;) >0, pour toute famille presque nulle de D
1,7>0

('MZ) Z Z fk<5 + 6/)<Ta,+ﬁ_6_5/_kxa”g757 Ta+’6,_6_6/_k$a/”g/75/> Z O, pour
a,B,5,0/,8',8" |k|>0
toute famille presque nulle de D

Démonstration.

Pour I'équivalence entre (i) et (ii), il nous suffit d’utiliser le critere de ITO (appliqué
aux opérateurs inverses qui sont continus) combiné avec le corollaire 3.3.5. Le fait que
(¢4¢) implique (¢) provient du théoreme 3.3.2. En effet, si on utilise les ©,55(7)(z, y)
définies plus haut au (3.3.14), on a déja affirmé que les propriétés (1) a (4) de ce
théoreme étaient vérifiées. Il est facile de voir que la condition (5) est équivalente a
I'hypothese de positivité (ii7). Il ne nous reste plus qu’a prouver que la sous-normalité
implique la positivité (7i7). Avec les notations de la proposition 3.3.7, la somme (i)
devient :

SN R+ ) / O ()RR (2, )20 5, / 2 G (A (2, 2) 20 ),
|k|>0

ou bien sur on pose g(z) = (g1(2), -+, gn(2)), pour tout z € C". Cette expression peut
s’écrire également :

S Y A6+ / LI | g (N BFBNRGE (2 V2 55 T )

,B8,6,0 .8, |k|>0
= 3 S Ol B T s T )
a,B,6,/,6',6" |k|>0

De plus, on a la série a coefficients positifs suivante :

S (DML + 6 / |9(2) PR A(E (2, 2) T P .5, T o r.57)
k[0

< ST (=DM f(§ 4+ 8 TP T B LT |
|k|>0

‘|Ta,+ﬁxaﬁ,5| ‘ : ’ ’Ta-hg/xa/,ﬁ’ﬁ’ H || -1 ‘ |26+26’
R DL B ey el

Grace a la convergence précédente, on peut appliquer le théoreme de convergence
dominée de LEBESGUE pour obtenir que la formule (iii) peut se mettre sous la forme :

/ D fel0 4012 | g (2)|PTRIRAE (2, )20 p 5, Tar o)
a8, 5a 86" Y k>0
Si on définit la fonction hq(2) = 3245 fe(a)] g(2)]?*, cette fonction est intégrable donc
définie presque partout pour la mesure d{F(z,2)Za 56, Tor g ) = dpi(z, Z). En effet, on
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[n@dnt=2) < [ 0@y dutz 2
k|0
170 g8l 1T 20 5,5
T TP (= (TP
Il en est de méme pour la fonction } -, ¢ [fe(a)].|9(2) . On fait le produit de DIRICHLET
de hy(z) et de hy(z) pour obtenir :

> Al@lg(2)* > L@@ =D fula+b)|g(z)*.

|k|=0 |k|=0 |k|=0

< +00.

Par conséquent, la série (ii7) devient :

) </ 22020 h(2) o (2)]g(2) P2 AE (2, 2) 0, 5.5, Tar ,57)

a,B,6,a 3,6
—ZJ/ﬁ%ammﬁwua%w/%?mwm@Ww@amﬂw

= HZ/ 72%hs(2)|g(2)|P dE (2, Z)Ta s > 0.

a,3,6

Et donc, la sous-normalité de 7" implique bien la condition (4i7). u

On utilise, maintenant, le théoreme 3.2.2 sur la sous-normalité formelle jointe
pour obtenir un nouveau critere de sous-normalité pour des multi-opérateurs non
bornés. On étudiera a nouveau des multi-opérateurs avec des domaines communs
denses qui restent invariants par chaque opérateur composant le n-uplet. Pour ce
faire, on adapte la démonstration du théoreme 3 de J. STOCHEL et F.H. SZAFRANIEC
donnée dans [St-Sz2]. Mais avant ceci, on a besoin d’un résultat sur les extensions auto-
adjointes d’opérateurs symétriques (voir le théoreme 4.1 de [Sli] pour deux opérateurs
symétriques et des résultats de R.T. POWERS dans [Po]).

3.3.9 Définition : Soit S = (51, -+, S,,) un m-uplet d’opérateurs symétriques définis
sur un espace de HILBERT séparable H. Soit D un sous-espace linéaire dense qui reste
invariant par chaque S;, tel que S;S; = S;5; sur D (i,7 = 1,---,m). Soit, aussi, A
'algebre de tous les éléments de la forme p(Sy,---,S,,) ou p décrit les polynémes en
m variables. On dira que l'algebre A est complétement fortement positive sur D (voir
définition 5.4 de [Po]) si I'implication suivante est vraie :

on suppose que (p;;)ij>o est une famille finie de polynomes en m variables telle
que pour tout (xy,--,z,y,) on a :

(3315) Z pi,j(xly tee ,l’m)xi)\j Z 0, V)‘z S (C,
ij>0
Alors, on a pour toute famille finie (f;); dans D :

(3.3.16) Z<pi,j(51>"'asm)fiafj> >0

i,j20
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3.3.10 Lemme : Soit A = (Ay,-- -, Ay) un multi-opérateur défini dans un espace de
HILBERT séparable ‘H tel que chaque A; soit symétrique. Soit D un sous-espace linéaire
dense qui reste invariant par chaque A;, tel que A;A; = AjA; surD (i,j=1,---,m).
Si lalgebre engendrée par les (A;); est complétement fortement positive sur D, les
opérateurs (Ai|p)iz1,...m admettent des extensions qui sont auto-adjointes telles que
leurs mesures spectrales commutent.

Démonstration.
Soit A I'algebre de tous les polynoémes en (Ay, - - -, A,,). Soit également, I une représentation
de cette algebre A :
I : A — Opérateurs sur D
T — T|D

Alors l'identité I est une représentation auto-adjointe de la x-algebre A sur I'espace
de HILBERT H. Comme A est complétement fortement positive sur D, en appli-
quant le corollaire 5.5 de [Po], I est une représentation standard. Donc, les opérateurs
Ailp, -+, An|p sont essentiellement auto-adjoints et leurs fermetures canoniques ad-
mettent des projections spectrales qui commutent. u

3.3.11 Théoréme : Soit S = (S1, -+, Sm) un multi-opérateur défini dans un espace
de HILBERT séparable 'H. Soit D un sous-espace vectoriel dense inclus dans H tel
que S;(D) C D et S;S; = S;S; sur D (i,5 = 1,---,m). Alors, le multi-opérateur

Slp = (Si|p, -+, Sm|p) est sous-normal si et seulement si on a limplication suivante :
Si {af}Q, i,j € Zy, P,Q€Z} estune famille finie de nombres complexes,
(4) SN @O NP 20, WA eC, Vel
i,j>0 P,Q>0

implique ’inégalité

(i) SN al (S f. S k) > 0,
4,j>0 P,Q>0 K,L>0

ou { fik,1 € Zq, K € ZT'} est une famille presque nulle d’éléments dans D.

Démonstration.
On suit la preuve du théoreme 3 dans [St-Sz2], en utilisant le théoreme 3.2.2 et le
lemme précédent 3.3.10. Afin de faciliter la lecture, on écrira tous les détails de la
démonstration. Premierement, on suppose que S|p admette une extension normale N.
Comme D est invariant par chaque S;, on a I'inclusion D C Nj—;.... ., D*(N;). De plus,
onaD C Nj=y,..D*(N;). En effet, par le théoréme 6 p.1196 de [Du-Schw], on a pour
un multi-opérateur normal :

r€D¥*N) & / |2%|*(dE(Z, 2)x, z) < +o00 & / |Z%|(dE(Z, 2)z, x) < +00

& v € DY(N¥).

Soit P(z, 2) le polynome >, 50> poso af}Q)\_i)\j z%¢ 2 et on suppose qu'il ne prend
que des valeurs positives pour tout z = (z1,- - -, z,,) € C™, ot les (\;); sont des nombres
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complexes. Alors, on obtient pour toute famille {f; x,i € Z,, K € Z'} presque nulle
dans D :

Z Z Z PQ SK—I—PfLL,SL-&-in Z Z Z PQ NKJFPf],L,NLJeri,K)

i,j>0 P,Q>0 K,L>0 i,j>0 P,Q>0 K,L>0
=D D0 > a (NN NON i),
i,j>0 P,Q>0 K,L>0
Si on pose h; =Y x>0V *K f, x pour tout i > 0, I'expression précédente devient :
(3.3.17) > al’? (NPhy, N@hy).
i,j>0 P,Q>0
Enfin, si 'on pose
(3.3.18) P,i(z,z2) = af}Q z9 2P,
P,Q>0
la formule du départ peut s’écrire sous la forme :
(3.3.19) > (P (N Ny hi) = > / i5(Z, 2)d(E(Z, 2)h;, hy),
4,§>0 i,j>0

ou F est la mesure spectrale associée au multi-opérateur N. On définit maintenant la

mesure p par :
l

p(r) = (E(T)hi hy), V7 € Bor(C™).

i=1
Bien str, cette mesure est positive. Par le théoreme de RADON-NIKODYN, on montre
que toutes les mesures complexes (E(x)h;, h;) (i,j = 1,---,1) sont absolument conti-
nues et donc il existe une famille (F; ;) de fonctions boréliennes qui vérifie :

(B = [ Fig(z.2)dn(z.2)

pour tout borélien de C™. Si (\;);=1,..; est une famille de nombres complexes, on a :

/ZF”zzA)\duzz ZA)\ 7)hi, ;) Z/\hZ,E ZAh)
7j=1

4,j=1 1,j=1

Comme ceci est vrai pour tout 7, on en déduit 'inégalité :

(3.3.20) > Fii(Z 2NN >
ceci p-presque partout. Donc la matrice (F; ;(Z, 2)); ; est positive quelles que soient les

valeurs de z € supp(p). Si la propriété (7) est supposée, on obtient :

> XNAPi;(Z,2) 20, VA EC, VzeC™,

4,520
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et donc la matrice (P; ;(Z, 2)); ; est également positive. Par une propriété classique du
produit de SCHUR, on obtient que la matrice (P; ;F; ;) est positive pu-presque partout.

En appliquant ce résultat a la famille de nombres complexes (1,---,1), on a alors :
(3.3.21) Z F.;(z,2)P;;(Z 2) >0, p-presque partout.
ij=1

Or on a la relation suivante :

Z(P (N, N*)h;, h;) Z/ i.i(Z,2)P;j(Z, 2)du(Z, 2) > 0.

4,520 1,520

Ceci acheve la démonstration de la premiere implication.

Supposons maintenant que () implique (i7), et prenons comme famille de nombres
complexes (1878 =1 et aij = 0 si non. Alors Pexpression (i) devient |\o|®. Par
conséquent, on obtient par I'implication :

Z (S* fo.r, S" fox) =0,

K,L>0

pour toute famille presque nulle { fo -, K’ € Z'"'} dans D. Donc S vérifie le critére de ITO
sur D. Grace a la proposition 3.2.2, il existe un multi-opérateur formellement normal
N = (Ny,- -+, Np,) (vérifiant les conditions (i)-(i7i) de cette proposition) qui prolonge
S|p. Chaque opérateur N; peut se mettre sous la forme A; +iB; ot A; = (N; + N5)/2
et B; = (N; — N;)/2i sont des opérateurs symétriques ayant pour domaines D(N;) =
D(A;) = D(B;). Grace a ces propriétés (i)-(iit), ces opérateurs Ay, - - -, A, By, -+, By,
sont commutatifs sur D’ (o D’ est défini dans la proposition 3.2.2). De plus, par le
lemme 3.3.10, il nous suffit de montrer que ces opérateurs sont completement fortement
positifs sur D’. Soit (P; ;); ; un nombre fini de polynémes en 2m variables tels que pour
chaque (21, , Ty, Y1, ,Ym) ON ait :

(3322) Z Pl’J(iIZ'l, Ty Y1, ,ym)XZAJ Z 0, V)\Z e C.

4,720
Alors on en déduit, pour tout f; dans D’ :

> (Pij(Ar- A By B fi fi) = ) Qi (NN i f)
4,520 4,520

ou :

(3323) Qi,j(zaz) :Pi,j($17"'axmayl7"'7ym Z aPQ z¢ P O

P,Q>0

si z; = x; +1y;. Par conséquent, on obtient :

> Qi (NN fi fi) = ai P(INPNC L 7).

0,520 i.5>0 P,Q>0
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En utilisant la remarque 3.2.3, chaque f; peut s'écrire Y, N*Fg, ; avec g;;, € D. On
en déduit que 'expression précédente devient :

Z Z Z PQ NPN*QN*LgZ7L,N*ng7K>.

4,j20 P,Q=>0 K,L>0

En utilisant la propriété (iii) de la proposition 3.2.2, on a :

S QNN f =3 ST ST QPR g, 59 g 1) > 0.

i,5>0 i.j>0 P,Q>0 K,L>0

En conclusion, la famille (Ay,---, Ay, By, -+, Bn), qui est commutative sur D', est
completement fortement positive sur ce méme espace. Il nous suffit alors d’appliquer
le lemme 3.3.10 pour obtenir la sous-normalité voulue, en posant bien stir N; = A;+iB;

(jzl’...7m)' ]

Comme conséquence directe de cette caractérisation, on peut donner une autre
preuve du corollaire 3.3.5 basée sur la méthode employée par J. STOCHEL et F.H. SZAFRANIEC
dans le corollaire 2 de [St-Sz2].

Autre démonstration du corollaire 3.3.5.
Soit ( ) une famille presque nulle de nombres complexes telle que l'on ait :

S AP ANz 20, YA EC, VzeC™

i,j>0 P,Q>0

Dans ces conditions, il existe un multi-indice N qui majore tous les (P, Q) tel que

? £ 0. On définit alors une nouvelle famille en posant : bf} gj_P’N_Q. Alors, on
vérifie :
2 2 UFANNERT =) ) el AN
4,720 P,Q>0 4,j20 P,Q=>0
(3.3.24) w AijZ
i,j>0 P",Q'>0
'y — INQ /1\F
2N P,Q
- ~-) >0
YYD 3 aRTAN(E) (D) 2
4,520 P/,Q'>0

Ceci est valable des que chaque coordonnée de z est non nulle. Dans le cas contraire,
on reprend le méme procédé en ne s’occupant que des coordonnées non nulles de z. Si
on suppose maintenant que le multi-opérateur S|p est sous-normal, on doit montrer
I'inégalité suivante :

S5 ST @RS (ST ) > 0,
1,7>0 P,Q>0 K,L>0

PQ oo

Comme la famille (a; ;%) est presque nulle, on choisit un multi-indice R tel que a;,
ne soit pas nul uniquement lorsque P, ) < R. On pose alors les vecteurs g =
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(S~HN*TEf. p 1, pour tout j entier et pour tout L > 0 (on a une famille finie en
L). Dans ces conditions, la partie de gauche dans I'expression précédente devient :

Z Z Z K+PSN+R997R—L7(S_l)L+QSN+R9i,R—K

i,j>0 P,Q>0 K,L>0

(3.3.25) =D D D a SV g (STHNVT g, )

i,j>0 PQ>0 K',L'>0
P/ ! ! / ! /
_ E E E b ,Q SK +P giL SL +Q gi,K’)-
1,70 P',Q'>0 K',L'>0

Grace au théoreme 3.3.11, cette derniere équation est positive puisque S|p est sous-
normal et que l'on a la positivité de Z Z bf}Q/\_i)\j zZ9 2P, par ce qui a été fait

4,20 P,Q=>0
précédemment. On en conclut que le multi-opérateur (S;'|p,---,S;|p) est sous-
normal par le théoreme 3.3.11. Ceci prouve le corollaire 3.3.5. ]

Si (a)aca est une famille arbitraire de vecteurs dans un espace H, on notera par
Vect(na)aca l'espace vectoriel engendré par cette famille.

3.3.12 Notation : On commence par donner quelques notations qui simplifieront
les écritures. Si Kr désigne le symbole de KRONECKER sur Z, pour tous multi-indices
I= (i, - ,im) et J = (j1, -, Jm) dans Z™, on notera par Kr(/, J) la valeur suivante :

Kr(I1,J) = Kr(i1, j1) -+ Kr(in, jm)-

3.3.13 Exemple : Nous allons maintenant donner un exemple de multi-opérateur
sur lequel le théoreme 3.3.11 s’applique. On reprend un exemple de STOCHEL et
SZAFRANIEC (voir entre autres [St-Sz2|, [St-Sz3], [Ot]) que l'on adapte au cas de
plusieurs variables. On se place dans £2(R™). On définit la famille de fonctions de
CHEBYSHEV-HERMITE (voir [Ak-Gl]) dans le cas de plusieurs variables :

oIrl

T T 2
(3326) fp($1, ... 7$m) — 6( 1+ +a2)/ m

R N
On définit H comme étant le complété de I'espace engendré par les (fp)p>o en accord
avec la norme de £2(R™). On pose alors, sur 'espace vectoriel Vect(fp)pso, le multi-
opérateur commutatif A = (Ay,---, A,,) défini par :
1 0

3.3.27 A= — (g — —) j=1.---.m.

( ) J \/§ (33'] axj )7 J ) , M

On a alors pour tout multi-indice P positif :

(3.3.28)

oIPI+1
V24;(fp) =aifp —a;fp — el@it tan)/2

p1 pj+l1 D
Oxy' -0z’ -+ Oy

)

- _fP+€j'
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Par récurrence, on montre donc que :

-1
V2
On en conclut que A est un multi-shift & poids commutatif (que I'on peut appeler multi-
opérateur de création, en accord avec la dénomination de STOCHEL et SZAFRANIEC).

En remarquant que, pour chaque fonction de notre famille, on peut séparer les variables
et en utilisant les calculs de [Ak-Gl], on a pour tout couple de multi-indices positifs

(PQ)

(3.3.29) AN(fp) = ( >|NfP+N7 VPN > 0.

0 si P#Q

(3:3.30) Fr(t) folt)dt =
R 21PIp1y/7™  sinon,

ou bien entendu Pl =p!pnl
Si {a i,j € Zy, P,Q € Z7'} est une famille finie de nombres complexes qui
vérifie :

7,] Y
S Al PA Nz 20, YA EC, VzeC™
4,720 P,Q>0

Soit (g;.1.);, une famille finie de vecteurs de I'ensemble de définition du multi-opérateur
étudié. Alors, pour tout couple (j, L) € Zy X Z, on peut écrire g;r, = Dy bjn.m fur
(les (far)ar étant justement les fonctions de CHEBYSHEV-HERMITE). Pour appliquer
le théoreme 3.3.11, on doit prouver que I'expression suivante est positive :

(3331) Z Z Z CLPQ AK+Pg]7L,AL+Qgi,K>.

i,j>0 P,Q>0 K,L>0

Par ce qui vient d’étre dit, I'expression précédente (3.3.31) peut s’écrire :

Z Z Z Z a; ’Qb]LszKN<AK+Pf JAFTQ £,

1,720 P,Q>0 K,L>0 M,N>0

En utilisant la formule (3.3.29), on obtient pour (3.3.31) :

Z Z Z Z a; 7QbJLszKN(\/;)K+P+L+Q|<fM+K+P>fN+L+Q>~

i,j>0 P,Q>0 K,L>0 M,N>0

Grace a la formule intégrale (3.3.30), la formule (3.3.31) n’est autre que :

1\ [K+P+L+Q)|
>t by B () QMM + K+ P)!

x/rm Kr(M+ K+ P,N+L+Q),

ou Kr est défini a partir du symbole de KRONECKER (voir notation 3.3.12). De plus
comme tous les multi-indices sont positifs, on peut travailler sur leur module sans
danger. On obtient donc comme écriture équivalente a (3.3.31) :

M+N
S alQby b (~ 1) N K P K (MK 4P N+ LAQ).
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On va maintenant transformer la formule précédente en utilisant des reésentations
intégrales. Il est bien connu que (n!) est une suite de moments de Steiltjes. On a donc :

(3.3.32) Pl pl = / {0 et gt
Rm

De la méme maniere, on transforme le symbole de KRONECKER :
(3.3.33) Kr(M+K+P,N+L+Q)= / uMTEFPGNIRR g (g - uy),

ou T est le Tore et ol o est la mesure de probabilité sur T™. Alors, gace a (3.3.32) et
(3.3.33), l'expression (3.3.31) devient maintenant :

Za PQ b b (— )|K+P+L+Q|\/_|M+N|\/_m/ PMAKAP o~(tbttn) gy gy

x/ uMHETPGNTLAQ g (4).

On peut, de plus, remarquer que lorsque M + K + P = N + L + @), 'expression
(—1)EFPHLARI peut s'éerire (—1)EHPHLAQTMFEAPENTLAQ] co qui n’est rien d’autre
que (—1)M*+N En utilisant le changement de variables ¢; = % pour (j = 1,---,m),
I'expression (3.3.31) peut se mettre sous la forme :

7 MAN |M+N| M+K+P—N+L
Z ZJQb]LszKN( )‘ + I\/§ \/?m u + +u ++Qda(u)
y / gMAEHPEN+LHQomy g o=(@i4al) g

Si on note dp(z,u) la mesure 2™z - - e~ @) dg < dry,do(u) et si 'on

pose :
Z bj7L7M<—\/§)‘M|UMﬂLZL’M+L,

L,M>0

I'expression (3.3.31) devient :

v Z Z aPQ)\ ) iz, w) (zw)F (@w) Udp(x, u),

REXT™ § j>0 PQ>0

ou la multi-variable (zu) est bien évidemment (xquy, - - -, Ty uy,). Par notre hypothese,
la fonction que 'on intégre est toujours positive. Il s’ensuit que son intégrale vérifie
la méme propriété (et donc aussi (3.3.31)). Par conséquent, on a bien prouvé qu’ici
la condition (i) du théoreme 3.3.11 implique la condition (i7). On peut appliquer ce
théoreme pour conclure que notre multi-opérateur est sous-normal. Pour une autre
preuve de ceci, on peut se référer a I’exemple 3.4.21 ou l'on applique le théoreme 3.4.3
sur des familles de Shifts a poids. |
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Maintenant que ’on a donné trois caractérisations de la sous-normalité jointe pour
les multi-opérateurs non bornés, on va mettre a profit deux d’entre elles pour donner
une condition nécessaire et suffisante pour quun (m + p)-uplet formé de deux uplets
sous-normaux reste sous-normal. En général cette propriété est fausse, méme pour
deux opérateurs : il existe des opérateurs commutatifs bornés sous-normaux tels que le
bi-opérateur formé ne soit pas sous-normal (voir, pour plus de détails et un exemple,
[Lub2]).

Ceci nous permet également de donner une application au corollaire 3.3.4.

3.3.14 Théoréme : Soient T|7_) = (T1|D, tee ,Tm|p) et S|7_) = (51|D, HR Sp|7_)) deux
multi-opérateurs sous-normauvx (ot D C D(Ty)N---ND(T,,,)ND(S1)N---ND(S,) est un
sous-espace vectoriel dense et invariant par chaque S; et chaque T;). Le multi-opérateur
(Thlp, -+, Tinlp, Silp, -+, Splp) est sous-normal si et seulement si il existe une famille
de formes sesquilinéaires © = (Oq, 8,6, )ar.r.0:>0 (associée a T'|p) vérifiant les condi-
tions du théoréme 3.3.2 et une famille d’opérateurs non bornés A = (Aay 8,.65 ) cs,B.,62>0
(associée a S|p) vérifiant les conditions du corollaire 3.3.4 telles que, pour chaque fa-
mille presque nulle de vecteurs (Xop.a)apa dans D, on ait :

(3.3.34) E O 484,81 +0.61+8, (Dasty,62+ald0+8, Tapds Tar pr,ar) 2 0,
abda b d'

ot a, b, et d sont, respectivement, les multi-indices (aq, ag), (1, B2) et (d1,02).

Démonstration.
On va appliquer le théoréeme 3.3.2 (on utilisera également toutes les notations uti-
lisées pour les résultats 3.3.2 et 3.3.4). Pour ce faire, on définit la famille de formes
sesquilinéaires ¥ = (¥, 4)ap.d>0 par I'égalité :

(3335) \Ila,b,d(‘rv y) - @041,51,51 (Aaz,ﬁz,%x? y)v

ot a = (aj,a9), b = (B1,5) et d = (41,85) sont dans ZTP. Pour tout couple
(z,y) € D?, on a Wyoo(z,y) = Opo0(A000z,y) = (x,y). Ceci nous donne la condition
(1) du théoreme 3.3.2. Pour tout j € {1,---,m}, on définit f;, par (e;,0,---,0) ou
(€1, -, em) est la base canonique de C™. De manieére similaire, soit fo, = (0,---,0, )
ou (c1,---,¢p) est la base canonique de CP. Alors, on a :

(3.3.36) Wo. 1,007, y) = Ooe;0(x,y) = (T2, ).
De maniere semblable, on obtient :
(3.3.37) o, f0.0.0(2,Y) = 00,0,0(L0,e,07,Y) = (Sk,y).

Par conséquent, la condition (2) est aussi satisfaite. En ce qui concerne la troisieme,
soit «x € D, on peut écrire :

\ijj,07fj,070(x7 :IZ') = @€j76j70<x7 (L’) = HTJ:EH2 = @ej,(),O(zjvx) = \Ifijo’op(zj,l').
On a également :

\ijo,mfo,k,()(x?x) = <Ack,ck,0xﬂx> - ||S/€l’||2 - <Ack,0705kx7x> - \I[fo,k,070(Skx=x>‘
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Pour la quatrieme condition, on sait :
\Ija7b7d+fj,o (95, y) + q]a+fj,07b+fj,07d+fj,0 ({E, y)
(3338) = @al,ﬁ1,51+6]‘ (Aa2ﬁ2,52x7 y) + @a1+ej751+€j751+63‘ (Aaz,ﬁm(szx? y)

= ®a1,ﬁ1751(AO¢2ﬂ2,52xv y) - \Pa,b,d(x’ y)'

De plus, on vérifie aussi :

\I/a,b7d+f0,k (:L", y) + \Ija+f0,kab+f0,kad+f0,k (I, y)

= @al,ﬂ1,51 (Aaz,ﬁ2,52+ckx7 y) + @041,51751 (A02+Ck,62+ck762+0kx7 y)
(3.3.39)

= @a1,ﬁ1,51 ((Aa2,52752+0k + Aag—&-%,ﬁz-ﬁ-%ﬁz—k%)% y)

= @al,ﬁ1,51 (Aaz,ﬁ2,52x> y) = \Ija,b,d(ma y)

Enfin, on peut remarquer que la derniere condition pour pouvoir appliquer le théoreme
3.3.2 est exactement la positivité supposée dans 1’énoncé :

E Vot bra drd (Zapd, Tar by @)
bodal b dl
(3.3.40) abda’ P,

= E O 18,81 +a 5145, (Dant 8y, fa+aly 52+5, Lapds Tarpr ) = 0.
ab,d,al b d

Pour I'implication inverse, on prend une extension normale (Npy), Nigj) de (S|p, T|p). Il
suffit alors d’utiliser la commutativité des mesures spectrales des deux multi-opérateurs
normaux Ny et Njg qui sont des extensions normales de S|p et T'|p respectivement.
C’est exactement comme dans le théoreme 3.3.2 et le corollaire 3.3.4. ]

Enfin pour terminer cette section dédiée a la sous-normalité jointe, on va s’occuper
de quelques cas particuliers : on s’intéressera a des multi-opérateurs dont les vecteurs
analytiques sont denses dans H.

3.3.15 Définition : Soit S = (51,---,5,,) un multi-opérateur vérifiant S;5;z =
S;S;x pour tout = dans D(S;S;) N D(S;S;). En accord avec la définition pour le cas

d’un seul opérateur, on dira qu’un élément f est un vecteur analytique (f € A(S)) si
feD>*(Sy)N---ND>(S,,) et vérifie :

IS"£1l . p
(3.3.41) > Bt < Foo,
P>0
pour un élément ¢t = (t1,---,ty,) de (R%)™. On peut vérifier que A(S) est un espace
vectoriel invariant pour la composition par les S;, i =1,---,m.

3.3.16 Lemme : Soit S = (S1,- -+, Sn) un multi-opérateur de H tel que le domaine
commun de chaque S; (i =1,---,m) soit D(S;) =D = A(S) et que S soit commutaif
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sur D. On suppose de plus que pour tout f € D, il existe une mesure positive py a
support dans R ayant des moments a tous les ordres telle que ['on ait :

(3.3.42) 157 17 :/ tPdus(t) VP >0.
R
Alors, il existe des mesures complezes iy, (f, g € D) vérifiant les conditions suivantes :
(i) pas = lal*ny, a€C
(11) pug.p = iy

(i) (S71,5%9) = [ t"dugy(t) WP =0
»

+

(1) pirg(0) = pgs(o), Vo € Bor(RY)

(v) pirq est linéaire par rapport au premier indice et antilinéaire par rapport au
second.

Démonstration.
Afin de simplifier les notations, on notera ap = ||ST f||>. D’aprés 'hypothese, on
obtient en particulier pour tout j =1,---,m :
1/2
Ol
Z 4 < o0,
n! /

n>1

Ceci implique que (voir par exemple [St-Sz2]) :

D apl = oo

n>1

Par le critere de CARLEMAN, la suite (Oénej)nzo est une suite de moments de STIELTJES
déterminée (voir [S-T]). Ceci est vrai pour tout j = 1,---,m. Par un résultat de
L.C. PETERSEN (voir [Pet], théoréme 3), la multi-suite (ap) p>¢ est également déterminée.
Or, nous avons :

1" @AIF = [t duaste) = aPlIS"AIP = la [ t"dust), ¥P =0
+ +

Et donc par unicité de la mesure de représentation, on a 1’égalité (i). Par similarité
avec la formule de polarisation, on définit les mesures complexes :

1

(3343) 1i10(0) = 7 [1+0(0) = y-o(0) + ittgig(0) — ity 1o(0)], Vo € Bor(RY).

On obtient alors pour tout multi-indice positif P :

/ Pdugg(t) = |ISPAP + HISTC + iR = HIST( — i)

RY

S C I )

RY
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Et & nouveau, par unicité de la mesure de représentation, on a la relation (i7). La
formule (i47) provient directement de la construction des mesures qui est la méme que
la formule de polarisation. De plus, on a les trois égalités suivantes :

157(g = DI = 11S"(f = 9P,
(3.3.44) 157 (g + NI = IS"(f — ig)lI*,

157(g = if)II> = 1S"(f +ig)lI*.

Par unicité de la mesure de représentation, ces trois égalités donnent p,_ ¢y = pp_g,
Wgrif = f—ig €6 fg—if = ff+ig. On obtient finalement par (3.3.43) :

10(0) = Higr(@), Vo € Bor(RT).
Il ne reste plus qu’a prouver la linéarité par rapport au premier indice et ’antilinéarité
par rapport au second. On décompose cette partie en quatre étapes :
Btape 1 : piying = ffg + Hhg

Comme on a (ST(f + h),SPg) = (ST f,STg) + (STh,STg), en utilisant la formule de
polarisation de ff 4, on obtient :

/ tP(deJthrg — dppin—g T idppinrig — idpgin—ig)
R

m
+

= / " (dprgsg — dpip—g + idppiig — idpy—ig + dpinrg — dpn—g + idpin 49 — idpin—sg).
R
En séparant partie réelle et partie imaginaire, on a alors :

(3.3.45) /tpdvlz/ t"dvy et / thugz/ t¥dvy,
R R R R

m m
+ +
ou les mesures vy, 14, V3 et v, sont positives et données par les formules :

m m
+ +

VI = Hfthtg T Hf—g T Hh—yg V3 = [if+htig T Hf—ig T Hh—ig,
et

Vo = [fth—g T Mf+g T Hhtg Vi = Hf+h—ig T Hf+ig + Hhtig-

Si on pose ap = / tVdvy = [[S7(f + h+ g)IIF + IST(F = g)II* + |IS"(h = g)II?, les

m

vecteurs f + h+ g, f — g et h — g sont des vecteurs analytiques. Donc il existe des
nombres 1éels tyipig, tr—g €t th—y tels que on ait > poy [[STE||EE /P! < 400, pour
k=f+h+g,f—g,h— g. Par conséquent, on obtient I'inégalité suivante :

1/2 P Pir __ Pip
oy SIS R I IS =l IS =l

p! it = P!
P>0 P>0

Par la remarque initiale, la multi-suite (ap)p>¢ est une suite déterminée de moments.
On en déduit que v; = 15 car les deux mesures sont positives. De la méme maniere,
on prouve que v3 = 4. A nouveau, en utilisant I’écriture de polarisation, on a :

(3.3.46) Hfthg = Hfg T Hhg-
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Etape 2 : iy g = apyq pour a € Ry
A nouveau, on démarre d'une égalité triviale : a(STf,S"g) = (ST (af),S"g). On
obtient le méme genre de décomposition que précédemment avec :

Vi = Qflfg + Haf—g V3 = Qfbf1ig T Maf—ig;
et

Vo = Qfif—g T Haf+g Vg = Qfbf—ig + faftig-

Comme A(S) est un espace vectoriel, on peut réitérer le méme procédé pour obtenir
que v = vy et v3 = vy. Ceci nous donne que fi,f,qg = afif,g.

Pour les deux dernieres étapes, c’est a peu pres la méme méthode, on raisonne avec
a négatif et pour a = i. La propriété (v) s’obtient alors en utilisant (iv). u

On peut alors appliquer le lemme 3.3.16 pour obtenir une version amoindrie d’un
résultat de [St-Sz2] (théoreme 7) ou le cas d'un seul opérateur a été traité par d’autres
méthodes.

3.3.17 Théoréme : Soit S = (S1,---,Sy) un multi-opérateur défini dans H et soit
D C A(S) un sous-espace dense et invariant tel que S est commutatif sur D. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) 1l existe un multi-opérateur normal N de KK O H tel que ||S“f|| = ||[N®f]|| pour
tout f € D et pour tout a > 0.

(i1) ||S*f||* = / t%dus(t), Va>0,feD,oules s sont des mesures positives.
RT

Démonstration.

(1) = (4i) Si E est la mesure spectrale de 'opérateur normal N, on a :

ISP = IINFP = (N -« NP NT - NS f )

= [ JaP e dB G2 0 = [ eduge),

RY
(¢4) = (4) Si ¢ est la fonction de R”* dans R définie par ¢(t1, -+, tm) = (¢1,- -, t2,).
On pose pyq(0) = pysy(¢7*(c)) pour tout borélien (les mesures utilisées proviennent

des py par la méme méthode que dans le lemme précédent). On définit alors pour tout
f et g dans D :

(3.3.47) Oups(f,9) = / TP+ 1) dpy 4 (t).

R

Par le lemme précédent, les formes O, g5 sont des formes sesquilinéaires sur D. De
plus, on a :

Ou,5,5(f,9) :/ (14 £2) " dpy g (1) :/IR (14 £2) " dpy s () = Opans(g, f).

m m
RY +
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Donc la condition (i7) de I'introduction de cette section (voir (3.3.1)) est vérifiée. De
plus, on peut noter que 'on a les deux égalités suivantes :

Ouaolf.9) = [ dus(®) = (.0) et Ounollif) = [ gyt = ISP

Bien siir, on a également pour tout j = 1,---,m : Oy 85 = Oare, B+e;.5+¢; T Oaite;-
Enfin, si ¢ = Y. 7%22(1 + |2]?)° @ 24,64, on a :

(3.3.48) No(W,¥) = Y Ouarpprasis(Taps Tas.s)-
a,B,6,a 3,6

En utilisant le théoreme de dilatation de NAIMARK, il existe un espace de HILBERT
K, un opérateur V : D — K et une mesure spectrale £/ sur R dans K tels que 'on
ait :

(3.3.49) prg(o) =(E)Vf, Vg, f,geD, o€ Bor(RY).

Alors on obtient :

totB'+p+a

Ao(, ) = > (/mWdE(t)V%,ﬁ,a,Vwa/,,@’,cs'>
a,Bo.al 8,0 VR

2 </ o E@Y e dE(t)V )
- (1 +12)8 t xa’ ’57/ 1 oNsT t IOC’,B’,(;/
apharory Jrr (LEE) 0 S (L 82

tots

=I\Z/m1+t2 E()

a,3,6

2>0.

Puis, on utilise la méthode du théoréme 3.3.2 (voir également [Vasd] et [Vasb]) pour
construire l'opérateur normal N = (Ny, - - -, N,,). La propriété sur O o permet d’iden-
tifier H comme un sous-espace fermé de K. Enfin, par la définition de la norme sur C, on
obtient I'égalité O a0(z,z) = |[|[Nz||3. Or nous avons vu que O, 4 o(z, z) = ||S*z|[?,
d’ou ||N%z||a = ||S%z|| pour tout x € D. En effet, N*(1® z) = 2* @ x et

(3.3.50) ]|Nax||i =|IN*(1® x)Hi =No(2"®z,2°®x) = Opao(z,z) = ||So‘x||2.

Avec les mémes méthodes, on peut donner un résultat sur des familles d’opérateurs
symétriques (mais ici sans une égalité avec les normes).

3.3.18 Proposition : Soit B = (By,- -+, By,) un multi-opérateur de H composé
d’opérateurs symétriques. Soit D un espace vectoriel dense inclus dans A(B). Il existe
un espace de HILBERT K D H et un multi-opérateur auto-adjoint A = (Ay,---, Ap)
qui prolonge Blp et dont le spectre joint est inclus dans R} si et seulement si :

(i) [|BPa|? = / tPdju (), Vo € D et VP > 0.

RY
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(i1) No(tjih, ) >0, Vip = S t%(1 4+ t3)° @ zas 0l Ao est définie comme dans le
théoreme 3.3.2.

(i17) (Bjz,y) = tidpyy(t) ot ps, est la mesure associée a v ety (voir le lemme

R

3.3.16).

Démonstration.
Si A est une extension auto-adjointe de Blp et si E est la mesure spectrale de
Iopérateur A, on a :

(3.351) 1B AP =477 = [ eraEws = [ duste
+
De plus, on a pour tout j =1,---,m :
Neo(tj,v) = Z Ouate;+ar s+ (Tas, Tary) =
a,d,a’ 0’
S ] B Qs
/dE t Lo,y Lot o
a,d,a/ 6’ R <1 + t2>6+6

ta+e]/2 )
—||Z/ Bl > 0

Enfin, on en conclut :
(3352 Bie.) = (A = [ 6dEQz) = [ tdpy(0)
+ +

Inversement, la méme famille que dans le théoreme précédent vérifie les propriétés
(1), (3) et (5) du théoreme 2.2 de [Vasd]. La propriété (2) est vérifiée par ’hypothese
(737). Pour (4), c’est la méme astuce que précédemment. En utilisant le théoréme
NAIMARK, il existe un espace de HILBERT KC, un opérateur V : D — K et une mesure
spectrale £ sur R dans K tels que l'on ait :

toz-l—ej-l—o/
A . — — ’ st
@(tﬂb,?ﬁ) a;y(/l%T (1 —|—t2)6+5/d (t)an,(;,an 75>
(3.3.53)
ta+ej/2
= dE(t)Vz, >0
I ] s mpdB 0Vl

Enfin, les positivités (i7) nous permettent de localiser le spectre de ’extension auto-
adjointe dans R [ ]

3.3.19 Remarque : Les deux résultats précédents sont basés sur le lemme 3.3.16. On

peut noter que dans ce lemme, on n’a pas besoin que les vecteurs soient analytiques
dans le sens donné au (3.3.41) de la définition 3.3.15 mais uniquement dans le sens
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> onso 1S]fIIE] /n! < +oo pour j = 1,---,m. En effet, c’est juste la finitude de ces
séries qui nous permet d’appliquer le résultat de L.C. PETERSEN. Par contre, si on
ne demande que la finitude de ces suites, on n’a plus I'invariance de I'espace par les S
et on ne peut plus appliquer nos criteres de sous-normalité.

On termine cette section avec une généralisation au cas multi-opératoriel de la
proposition 3 de [St-Sz2] (voir aussi le théoreme 35 de [St-Sz5]). Dans notre cas, nous
appliquons une autre méthode basée sur le théoreme 3.3.2.

3.3.20 Proposition : Soit S = (54,...,5,) un multi-opérateur ayant un vecteur
cyclique f. Si on note 'espace vectoriel dense D = Vect{S*f,a € Z7 }, alors S|p est
sous-normal si et seulement si il existe une mesure positive p a support dans C" telle
que l’on ait pour tous multi-indices o, B positifs :

(Sf,SPf) :/ 2°ZPdu(2, 7).

m

Démonstration.
Si S|p est sous-normal (d’extension normale N), on obtient :

(5°F,5%F) = (N*ON“F, f) = / 2 du(z,7),

m

where du(z,Z) = d(E(z,2)f, f) and E is the spectral measure of N.

Réciproquement, pour tous multi-indices a, 3,0, a,b dans Z, on pose :

m

(3.3.54) Oups(Sf, S f) = / PHOFO (1 |2 P du(z, Z).

Comme le sous-espace vectoriel D est invariant par les S; (i = 1,---,n), peut essayer
d’appliquer le théreme 3.3.2. On vérifie donc que la multi-suite © = (O, 5.4)a5s vérifie
les conditions (1) a (5) de ce théoréme. Bien évidemment, on a :

(3.3.55) O000(S"f, " f) = / (2 %) = (S°F, S f).

m

De plus, on vérifie facilement que :

(3.3.56) Ooe,0(Sf, S f) = / gt du(z,z) = (S;5°f, SUf),

m

qui est exactement la condition (2). Pour la troisieéme, on obtient :

Oc;e;0(S°f, 5 f) = / 2O dp(z,7) = || £,
(3.3.57) et
O, 00(5;5°f, ) = / 2atezatequ (2, 7).

m
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La propriété (4) découle directement des relations qui existent entre les fonctions que
I'on intégre. Il reste enfin & prouver que la multi-suite © = (O, 55)a,p,5 €st de type
positif. Soit X =37 ;52721 4 |2*)° ® §f, (ol a = a(e, B,6)) alors nous avons :

No(X,X) = Y Oarpprass(S°f,5"f)
a, o ,3,6',6,0
(3.3.58) = > /«: GrraltagatBia () 412120 gy (2, 7)
! ,B3,8,6,8/
Btaz
z
:/ |Z R 5|d,u(zz)_0.
Cm ’ﬁ 5
En conclusion, le multi-opérateur S|p est sous-normal. u

Ce dernier résultat traite des multi-opérateurs admettant un vecteur cyclique. On
remarque que dans notre caractérisation de sous-normalité interviennent tous les pro-
duits scalaires (S®f, SP f). Dans des cas particuliers, les shifts & poids, on verra dans
la section qui suit que I'on demande uniquement des conditions sur les (S*f, S*f).
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Partie 1I1.4 Sous-normalité et multi-shifts a poids

L’étude des shifts a poids nous permet, entre autres choses, de donner des exemples
et contre-exemples a certains problemes. Pour n’en citer qu'un, on peut noter qu’il
existe des shifts a poids S hyponormaux tels que p(S) ne soit pas hyponormal ou p est
un polynome (voir [Fal).Ceci donne un intérét a I’étude de ces opérateurs.

Dans cette partie, nous mettrons a profit les criteres de sous-normalité jointe que
nous avons prouvés dans la section précédente. Nous utiliserons essentiellement le
théoreme 3.3.2. Pour ce faire nous nous occuperons uniquement de multi-shifts (uni-
latéraux comme bilatéraux) a poids commutatifs et non bornés. Des caractérisations
pour un shift a poids borné sont données par J. STAMPFLI et C. BERGER (voir
[Sta], [Hal3] et [Lam]). C’est ensuite A. LUBIN qui généralise la caractérisation au
cas de mulit-shifts & poids continus en 1977 dans [Lub]. En 1989, J. STOCHEL et
F.H. SZAFRANIEC donnent le pendant du résultat de C. BERGER dans le cas d'un
multi-shift non borné. Dans ce qui suit nous montrerons que la caractérisation est en
fait valable pour un multi-shift & poids non nécessairement borné. Pour ce faire on
utilisera une méthode complétement différente de celles utilisées pour démontrer les
résultats cités, basée sur le théoreme 3.3.2.

Dans un second temps, on caractérisera les multi-shifts a poids non bornés bi-
latéraux qui admettent une extension normale. En particulier, on prouvera des résultats
qui généralisent le cas d’un seul multi-shift.

Enfin, nous généraliserons les méthodes de [St-Sz4] afin de donner un moyen de
construire un grand nombre d’exemples de multi-opérateurs sous-normaux. En parti-
culier, nous montrerons par une nouvelle méthode que le multi-opérateur de création,
qui est souvent utilisé en Physique (voir par exemples [St-Sz2], [St-Sz4], [Ot], etc.), est
sous-normal.

Dans cette partie 111-4, les méthodes sont souvent longues et demandent des calculs
quelquefois fastidieux mais la majeure partie des résultats peut s’énoncer de maniere
simple et concise.

On rappelle qu'un opérateur S est appelé shift a poids unilatéral sur un espace
de HILBERT séparable H (non nécessairement borné) si, pour une base orthonormale

(&n)n>0 de H, on a :

S(gn) = Mént1, n>0.
Alors, on définit le domaine D(S) de S comme étant 1'espace vectoriel engendré par le
vecteur cyclique &j.

3.4.1 Définition : Soit H un espace de HILBERT séparable avec une base orthonor-

male (&, .., )iy im>0- On dit que le multi-opérateur S = (S, -, Sy,) est un multi-
shift a poids unilatéral si :
(3.4.1) Si(&iyyosim) = Agf,).--,im&a,---,z'j+1,~~~,z'm>
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ol )\g )lm sont des nombres complexes non nuls pour tout ¢; > 0,---,%,, > 0 et
j =1,---,m. En particulier, chaque opérateur est défini sur I’espace vectoriel engendré
par les vecteurs (&, ...i,, )iy, im>0-

De plus, le multi-opérateur S = (Sy,---,.S,,) est commutatif si et seulement si on
a pour chaque (i1, --,4,) et pour chaque couple (7, k) :
(3-4-2) /\z(i)zmkz(f)zj—i—lzm = Agf)zmAg)mlzm

Dans ce cas, on peut définir sans ambiguité les puissances successives de S.

3.4.2 Notations : Enfin, comme dans le deuxiéme chapitre, on notera par (1 + t2)?
Iexpression (1 4 t2)% ... (1 +t2)5 olt B est un multi-indice positif (81, -, Bn). De
maniére similaire, on notera par (1 + t)? I'expression (1 + ;)% - (1 +t,,)"".

3.4.3 Théoreme : Soit H un espace de HILBERT séparable avec une base orthonor-
male (&, i )iy im0, €6 01t S = (S1,- -+, Sp) un multi-shift a poids commutatif non
nécessairement borné défini sur le domaine commun Vect(&;, ...i. )iy im>o0- Alors, les
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) S est un multi-opérateur sous-normal.

(ii) ||ST&|* = / tPdu(t), VP > 0 ot p est une mesure positive sur R™.
R
Démonstration.
(i7) = () On veut appliquer le théoreme 3.3.2. Pour ce faire, on définit les formes
sesquilinéaires (04 g5)a,8,5, pour chaque multi-indice positif «, 3, d, I, et J, en posant :

H+J+otp

(343) @a,@g(slfo, SJ&)) - K’/’(I + ﬁ, J + Oé) / dp(tl, ce ,tm),
R™

PAY)
m (1+12)

ol p est la mesure positive sur R’ vérifiant les égalités suivantes pour tout multi-indice
positif M :

(3.4.4) /R

On notera par (eq,---,e,) la base canonique de C™. Enfin, on étend par linéarité ces
formes sesquilinéaires (O, 5.5)a,30 & I'espace vectoriel D(S) qui est en fait Vect(Ep)po
= Vect(ST&) pso complet (P est un multi-indice). On peut alors vérifier facilement
que l'on a la propriété (ii) de (3.3.1) :

Oa,5,5(5" &0, 57&) = @B,a,(s(SJfo, S7&).

tMdu(t) = /m v*Mdp(v).

m
+ +

Maintenant, on va commencer par montrer que ces formes sesquilinéaires sont bien
définies et vérifient les propriétés (1) jusqu’a (5) du théoreme 3.3.2.

Ces formes sont bien définies puisque les vecteurs (ST&)pso sont linéairement
indépendants. Egalement, grace a la linéarité des formes, il nous suffit de vérifier les
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conditions (1), (2), (4) et la premiere partie de la (3) sur ces vecteurs de base (S”&)) p>o.
Pour la propriété (1), on prend I et J deux multi-indices positifs et on montre :

™ dp(t) = Kr(I, J)/ thdpu(t)

R

©0,0,0(5%&, 57&) = Kr(I, J)/

L

= Kr(I,J) ||S"&|> = (S"¢, 57&).

En ce qui concerne la condition (2), pour chaque k dans {1,---,m}, un calcul simple
nous donne :

@0761“0(5[50, SJ&]) = KT([ -+ €L, J)/ tl+ek+Jdp(t) = K'f’([ + €k, J) HSIJrekfoHZ

RT

= (ST*er&y, 57&0) = (S"Sk&o, S760)-

Pour la propriété (3), on commence par obtenir :

O, 00(SkS &0, S&0) = Kr(I + e, I + ek)/ t2e 4 dp(t) = Oy, er.0(S &0, S"&0).

RY

De plus, si on écrit # = Y ,.,(157&, on a l'expression :

@ekyek,()(x? :C) = Z CIg@ek,ek,O(Slém SJ&J)

1,J

_ ZQGKT(I+ e, J + ek)/ trr2et qp(t)

1,0 RT

= C(_Kr(I,J)

= 11327 G ST &l1* = [|Sw ],

puisque la famille (S?&y); est une famille orthogonale. On montre maintenant la rela-
tion (4), on démarre de I'expression O, g 51c, (S0, S7&0) + Ourey prer.srer (S0, S7Eo)
qui peut se mettre sous la forme :

tredp(t) = | 1SR P
I

m
+

A T+a+p
= Kr(I+p3,J+ / —dp(t
7“( 6 a) Ry (1—|—t2)5+ek P()

tI+J+a+B+2ek

+KT(]+5+€]€,J+O!+€]§)/ mdﬂ(t)

RY

tl+J+a+ﬂ(1 + ti)
(1 + t2)5+6k

dp(t)

= KT(I+B,J—|—Q)/
RI
H+JT+atB

mdﬂ(t) = 04,5.5(5"&, 8760)-

_ Kr(I+ﬁ,J+a)/

R
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Par conséquent, sur 'ensemble Vect(S”&y)p>o, on obtient 1'égalité suivante :

606,,8,(5 = @a,ﬂ,6+€k + @a+6k,ﬁ+6k,6+€k'

Pour la derniere condition (5), on prend une famille (x,54)a3s finie, de vecteurs,
incluse dans I'espace vectoriel Vect(ST&)pso. On peut évidemment écrire chacun de
ces vecteurs o5 sous la forme Y, (. p.6757&. Avec ces notations, 'expression :

E @a+5/,@+a/75+5/ ([Ba7575,$a/’5/75/) peut s’écrire :
a,B,6,0/,6',6'

> Cor8.6.7 Car .67 K Ot prar s (570, ST o)

a7/6767a/75l76/ 7J7K

D , , t/+E+atBta/ +4
- Z Cap.8.0 Garpror i Kr(J + 0+, K+ a+ ) /m (1 + 2)5+7 dp(t)
+
— , ) I+ EK+a+f+a+4
= Z ga,ﬁ,&J Ca/,,@/,t;/,K KT'(J + 6 — Q, K—ao + ﬁ ) /m (1 n t2)5+5’ dp(t)
+

t/+HE+atpBta/+p5

/ Z Ca,ﬁ,J,J Ca’,ﬂ'ﬁ',l( /m u-]'f',@—ﬂéuK-f—ﬁ’_a/do_(u) (1 + t2)5+6/ dp(t)

RY a,8,0,0/,8,6' J K

tJ+ oth J+ﬁfa 2
/m/ Z ConB0.0 7 73v5 15y 2dp(t)do(u) > 0,

a,B,0,J

ou o est la mesure normalisée de LEBESGUE définie sur le Tore T™ (voir la repésentation
intégrale (3.3.33) utilisée dans I'exemple 3.3.13). Enfin, on conclut en appliquant le
théoreme 3.3.2.

(1) = (4i) Si S est multi-opérateur sous-normal et si IV est une extension normale
de .S, on obtient pour tout multi-indice positif P :

(SF&y, SP&) = (NP&, NF&) = (NjPm .- NyPENPL - NP &y, &)

- / |Z1|2p1 "'|Zm|2pmd<E(zl7'"7Zm)§07§0>7

ou F est la mesure spectrale associée au multi-opérateur normal N. Et donc, si 'on
pose :

() = (E(¢7 (7))o, o)

pour chaque ensemble borélien 7 de R, ou ¢ est défini par :
+

¢ :C™ > (Zl,"',Zm) — (|21‘2,"‘>’2m’2) € RT’

on obtient que ||ST&||? = / t”du(t) pour chaque multi-indice P > 0 ot1 y est une
m

mesure positive. n
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3.4.4 Remarques :
(1) On peut remarquer qu'il existe des nombres complexes non nuls (xp)p>o tels
que :

P
S 50 = Sfl e anmgo = Xp1,~~-7pm§p17“'vpm’

ou les Xp, ..., sont donnés par :

(1siP=0
p1—1 pm—1
(1) (m) :
LI Mmoo TT A0, st P> (10,1
< i1=0 im=0
pcl_l pckfl
(c1) (cx) :
H )\07-1-7icl 707--7p0k_17"70 o H )\Ov-k-aovickv-wo lf P = (07 "7p617 07 -~;pck7 ° 0)7 pcj > 0
\ 7:61:0 ’LCk:O

Par conséquent, la condition (i7) de 'hypothese précédente est équivalente au fait
que la multi-suite

(3'4-5) (|Xp1,~~~,pm|2)p1,~~~,pm207

soit une multi-suite de moments de STIELTJES.

(2) Soient Hy, - - -, H,, des espaces de HILBERT séparables et soit H le produit ten-
soriel (algébrique) H; ® - - - ® H,,, qui n’est pas nécessairement un espace de HILBERT.
Soit K la complétion de H (dans ce cas H est un sous-espace dense de ). Soit aussi
(Cir i = iy ® -+ ®&;,,,) une base orthonormale de H, ou les (§;;) sont les bases or-
thonormales des H; respectivement pour chaque j dans {1,---,n}. On notera par S;
le shift a poids unilatéral défini sur H;. On peut identifier I'opérateur S; sur H; avec
Vopérateur I @ --- ® I ®S; @ [ ® --- ® I défini sur H. Alors, S = (S1,---,S,,) est un
multi-opérateur sur Vect(&;, ...i,, )iy, im>0 qui est I'espace linéaire engendré par la base
(&1 iin )ia o im>0- Donc on peut appliquer le théoreme précédent a ce type d’espaces.

(3) Pour des multi-opérateurs, on peut montrer que la condition (i) du théoréme
précédent implique les conditions « & la ITO » ou « & la LUBIN » (voir [It] et [Lub3],
respectivement). Mais ces dernieres conditions ne sont pas équivalentes parce qu’il
existe des formes linéaires semi-définies positives sur Rty - -, ¢,] qui ne sont pas des
suites de moments (voir des exemples dans [BCJ], [Fr], [Sch] etc).

Comme conséquence du théoreme 3.4.3, on obtient le corollaire suivant qui est un
résultat obtenu par J. STOCHEL et F.H. SZAFRANIEC (voir [St-Sz2], théoréme 4).

3.4.5 Corollaire : Soit S un shift a poids unilatéral (non nécessairement borné)
défini dans un espace de HILBERT séparable H. Alors, les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) S is subnormal.

(id) > (S*f, S fi) 20, W fo, oo fu € Veet(€)uzo-

]7k:0
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n

(iid) > (ST f5, ST fe) 20,V fo, -, fu € Vect(&n)nzo.

3,k=0
+o0
(iv) [|S™&||)? = / t"du(t), ¥Yn > 0 ot p est une mesure positive avec des moments
0

a tout ordre.

Le théoreme 3.4.3 nous donne l'équivalence (i) <= (iv) (dont la preuve est
différente de celle donnée dans [St-Sz2]). Les autres équivalences sont des démonstrations
classiques (sur le probléme de STIELTJES unidimensionel) que 'on peut, par exemple,
trouver dans l'article [St-Sz2].

Maintenant que nous nous sommes occupé des multi-shifts a poids unilatéraux com-
mutatifs (non nécessairement bornés), notre but est de donner des résultats similaires
pour les multi-shifts a poids bilatéraux (toujours commutatifs et non nécessairement
bornés). Ici se poseront des problemes de définition pour nos formes linéaires, on aura
donc besoin d’introduire des nouvelles conditions et définitions.

Soit S un shift a poids bilatéral et soit & = (&,)nez une base orthonormée de H.
Cela signifie qu’il existe une suite x = (x,)nez de nombres complexes telle que 'on
ait :

S(fn) = Tnnt1-

Si tous les x,, sont non nuls, alors (S"&y),cz engendre 'espace de HILBERT H. Et, si
on pose D(S) = Vect(&,)nez, on obtient N,ezD(S™) = D(S), qui est un sous-espace
dense dans H. Comme dans le début de cette partie, on peut définir des multi-shifts a
poids bilatéraux :

Supposons que H soit un espace de HILBERT séparable munie d’une base ortho-

normée (&, ...in )iy imez, o0 dit que S = (Sy,--+,Sy,) est un multi-shift a poids bi-
latéral si pour chaque multi-indice (i, - -, 4,,) € Z™ et pour chaque j € {1,---,m} on
a:

(3.4.6) (€1 min) = A Gy i

ou les )\Ef)lm sont des nombres complexes non nuls pour tout multi-indice i1, - - -, %,
et tout j = 1,---,m. En particulier, le multi-opérateur est commutatif si on a des

égalités similaires au début de la section (voir (3.4.2)). Dans ce cas, le multi-opérateur
S est défini sur I'espace vectoriel engendré par les vecteurs de la forme (S%g)qezm-

3.4.6 Définitions : Soient (71 x)k>0,- -, (Tmx)k>0 des suites d’entiers. On dira que
ces suites satisfont a la condition (x) s'il existe une fonction strictement croissante ¢,
de N dans N, qui vérifie la condition :

(*) Jm 7w =+00, j=1,---,m.

Cette condition (*) peut étre vue comme une sorte de sup r, = +00 quand on est dans
le cas de plusieurs suites.
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Si K = (ki,--,kn) et L = (I, --,1,) sont deux multi-indices positifs, et si

(T1k)E>0, - * 5 (Tm.k) k>0 sont des suites d’entiers, on pose par Ry le m-uplet (ryx,, -, "'mk,, )
et :
max(K, L) = (max(ki; 1), ,maz(kny;ln)).
De plus, on écrira par Agr(K, L) le multi-indice positif (a,- -, a,,) défini par :
0 4 T Risirgeg =
7| =1{; sinon.

(en particulier, on a Ar(K, K) = K). Enfin, si S est un muti-shift bilatéral commutatif,
on notera par fx 1’élément suivant :

(347) fK = S_Zrlyklel'“_%"m,km@mgo — S_2RK£O‘

3.4.7 Définition : Soit (g, .k, k1, kn>0 Une multi-suite de mesures positives a
supports dans R’?'. On dira que cette multi-suite vérifie la condition (xx) en respectant

la multi-suite (11, -+, Tmi)k>0 d’entiers si on a ’égalité suivante pour tout multi-
indice positif 3 :

tP+2RK/72RK tP
skk B ——) (t) = —d t ,

quand P et P+ 2Ry — 2Ry sont tous les deux positifs.

3.4.8 Lemme : Soit H un espace de HILBERT séparable et soit (&, ..., )iy imez UNE
base orthonormale de H. On suppose que (r1x)k>0," ", (Tmi)k>0 €st une multi-suite
d’entiers vérifiant la condition (x). On suppose également qu’il existe une multi-suite
de mesures positives (g, ..kp )k, km>0 G Supports dans R vérifiant la condition (xx)
en respectant la multi-suite (11, -, T'mk)k>0- Alors, on peut définir sans ambiguité
les formes sesquilinéaires (O p5)aps sur Vect(STfx)rxso = Vect(ST&) rezm, ot on
a posé fr = STHrmE T Hmkmem o (et o0, S est un multi-shift a poids bilatéral com-
mutatif non nécessairement borné), par les formules suivantes :

Oups(S'fi, S f1) = Kr(I+8—2Rk,J +a—2Ry)

(3.4.8) I+ J+atf—2RK —2R +4max(Rk, RL)
X d t).
/RT (1 +t2)5 pAR(KvL)( )
Démonstration.
On rappelle que, jusqu’a la fin, on note par (ej,-- -, e,,) la base canonique de 1'espace

hermitien C™.
On suppose qu’il existe d’autres representations pour les deux vecteurs S? fx et
S7 fr. On les note alors S*' frr et S7' f,. Alors, on a évidemment :

SIS_QTLM61"‘_27”m,km5m€0 _ SI/S—QrLk/l 81'-~—27’m,k4n6m£0'
(3.4.9)

SJS*2T1J1€1"'72T’m‘lm€m£0 — SJ’5*2’“1,1’161"'*27"m,z’m6m£0.
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Comme le multi-opérateur S transforme chaque élément de la base orthonormale en
un multiple (non nul) d’un autre élément de cette base, la condition (3.4.9) implique
les deux égalités suivantes :

ip — 2Tk, = 1, — 2rpxy pour tout p € {1,---,m}.
(3.4.10)
Jp — 27“p,lp = .7]/9 - 2rp,l§z pour tout p € {1’ T ’m}'

Alors, on en déduit :
Kr(I+03—-2Rk,J +a—2R;)=Kr(I' + 38— 2Rk, J + a —2Ry).

Maintenant, en utilisant la formule (3.4.8), on a ©,,5.5(S” fx, S7 f1) qui est égal & :

t2[—|—2ﬁ—4RK +4max(Rk,RL)

Kr(I+0—2Rk,J+a—2Ry) / oIV dpanr.n)(t)
R (1+¢)
t]+ﬂ—2RK+2max(RK,RL)
= Kr(]+ﬁ—2RK,J+a—2RL)/ 3 dMAR(K,L)(t)
R (1+1)

m
De plus, en appliquant (3.4.10), "équation précédente peut se mettre sous la forme :
tI’+B—2RK/+2max(RK,RL)

(141t)

Kr(I'+ 8 —2Rg,J' +a —2Rp) / dptanr,) (1)

RY

En appliquant la condition (#%) & fta,(k.1) €t fa k.1, on obtient :

tI’+,3—2RK/+2max(RK/,RL/)t2(maz(RK,RL)—maa:(RK/,RL/))
/m

d t
(1 + t)é MAR(KU( )

+

/ tI’+B—2RK/+2maa:(RK/,RL/)
N (R
puisque I'+5—-2Ryx+2max (R, Rr/) et I'+5—2Rg+2max(Rk:, Ry )+2(max (R, Rp)—

max(Rg, Ry)) = 1+ 3 — 2Rk + 2max(Rg, Ry) sont positifs ou nuls en méme temps
(voir (3.4.10)). Ceci implique que O, 55(S? fx, S7 f1) est égal a :

dpiagx,1)(t),

t1/+,372RK/+2m(lI(RK/,RL/)

(1+1¢)°

KT(],+ﬁ—2RK/,J/+Ot—2RL/)/ d/vbAR(K’,L’)(t)

Ry
tI/+J/+,3+a72RK/ —2Rp+4max(Ryr,Rp/)

. (1+ 2y

+

- KT(I/+6_2RK/7J,+Oé_2RLI>X/ dPAR(K’,L’)(t)

= Oa5(S" frer, S fr).
Par conséquent les formes sesquilinéaires (04,45)a,5,6 sont bien définies pour tout
triplet de multi-indices positifs «, ( et d. ]

3.4.9 Théoreme : Soit H un espace de HILBERT séparable et soit (&, ...i. )iy, imez
une base orthonormale de H. On note par S = (Si,--+,Sm) un multi-shift a poids

148



bilatéral commutatif non nécessairement borné défini sur Vect(&;, ..., )iy imez- Alors,
les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) S est un multi-opérateur sous-normal.

(i1) Pour chaque famille de suites (11 )k>0, " 5 (Tm.k)k>0, G valeurs entiéres vérifiant
la condition (x), on a :

||S—2”'1,k1el'-~—27"m,km€m+P€0||2 _ / thMk1,~~~,km(t)7 VP >0
]R’ITL
+
ot les (U = Py k) K>0 SONE des mesures positives avec des moments a tous les
ordres qui vérifient la condition (xx) en respectant (71 g,y s Tk Ny kom >0-
(i) Il existe une famille de suites (11 k)k>0, -+ » (Tmk k>0, G valeurs entieres vérifiant
la condition (x), telle que 'on ait :

||S*2T1,k161---727‘m,km€m+P€0‘|2 — / tpdﬂkl,---,km (t), vpP > 0’

R

ot les (pr) >0 sont des mesures positives avec des moments a tous les ordres qui
vérifient la condition (xx) en respectant (71 gy, T )y fom >0-

Démonstration.
(1) = (uii) évident.
(173) = (i) Soit (fx) la famille définie a la définition 3.4.6 (voir (3.4.7)). On com-

mence par calculer le produit scalaire (ST fr, S7 fr) :
<SIfK, SJfL> — <8172RK§0’ SJ72RL§O>

<SI—2RK+2T)’LCLLB(RK,R[ )S—Qmax(RK,R[ )5 ,
J—2Rp+2max(Rk,R —2maz(Rg,R
S L ( K L)S ( K L) £0>

= Kr(I —2Rg,J —2Ry) ||S-2Rxt2mac(ReR) £, e ]2,

Alors, si I'hypothese (iii) est vérifiée (sur les suites de moments de STIELTJES multi-
dimensionels), le produit scalaire précédent (ST fr-, S7 f1) peut se mettre sous la forme :

(3.4.11) Kr(I — 2Rk, J — 2Ry) / ¢l 2R 2Rt Amar(Rec Bu) g e (1),

RT
(Pour ce qui concerne la relation entre p et u, on utilise le méme lien que pour les
multi-shifts unilatéraux, voir 'égalité (3.4.4)).

On a défini (voir (3.4.8)), pour chaque triplet de multi-indices positifs («, [3,9) et
pour chaque I, J, K, et L, ©,.55(S" fxr,S? fr) en posant :

t[+J+a+ﬁ72RK72RL+4mam(RK,RL)

(1+12)°

Kr(I+ 3 —2Rg,J+a—2Ry) / dpap,n)(t),

R

oll Pan(k,L) €st la mesure positive a support dans R associée a fia, (k) par (3.4.4).
Par le lemme précédent 3.4.8, on sait que cette multi-suite de formes sesquilinéaires
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© = (Onps)aps>0 est bien définie. On commence alors par vérifier les conditions
(1) & (5) du théoreme 3.3.2. (Quand c’est suffisant, on vérifie juste les propriétés sur
la famille génératrice (SI Jx)1. k>0 En effet, comme les suites d’entiers satisfont a la
condition (x), on obtient Vect(£p)pezm = Vect(S! fx)r.>o0)-

Pour la condition (1), on calcule O o(S” fx, S” f1) :

KT(I . QRK, J— QRL) / tI+J72RK72RL+4max(RK,RL)dpAR(K’L) (t)

R

= Kr(I —2Rg,J —2R;) / (PR Amar B RO qp o e ()

RT

= <SIfK75JfL>7

grace a 'égalité (3.4.11).
Pour la seconde condition, on doit montrer O, (S’ fx, S’ fr) = (STS.fr, S f1).
On démarre de la partie gauche de ’égalité qui n’est autre que :

K’}"([ - 2RK + ee, J o QRL) / t1+eC+J_2RK_2RL+4max(RK7RL)dpAR(K7L) (t)

RY

_ K?“([ o 2RK T e, J— QRL) "SI-&-EC—QRK-&-Qmal‘(RK,RL)fAR(K7L)H2

= <Sl+ech7SJfL> - <SISch75JfL>'

En ce qui concerne la relation (3), on prend x dans Vect(S! fx); k0. Grace a
la condition (*), il existe un multi-indice positif B tel que I'on puisse écrire z =
Y150 € S? . Par conséquent, on a O, ¢, o(z, z) qui se met sous la forme : >, ; ¢; (s Oc,c,.0(S" f5,S

= Y GG Kr(I—2Rp+e.,J—2Rp+e) / et dpp(t)

1,0 RY

= Z CIGKT’(I —2Rp,J — QRB)/ tHecdﬂB(t)

I,J R

= S UGE [ tedun() = 3 GRS Sl = 115,368 fal
I R I Ji

+

puisque la famille (S?f5)r>o est une famille orthogonale. De plus, on a également la

valeur O, 0.0(S.5" i, ST fx) -

— Kr(I —2Rp+e.,J —2Rp +e,) / t 2 dp g i) (1)

R

= 6)ec,ec,0<SIfK7 SIfK)

Pour la quatrieme condition, on doit maintenant simplifier I'’expression suivante
Oupistre.(STfrcy S L) +Ouiew precsie. (ST i, S7 fr) qui est égale a :
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tI-i-J-i—a-i—ﬁ—?RK —2Ry, +4maa:(RK ,RL)

Kr(I —2Rg + 3,J — 2R + «) / dpag(r.n)(t)

RY

tI—i—J—l—a—i—ﬁ—i—?ec—QRK —2Rr+4max(Rg,RL)

(1 + t2)6+ec

+K7"([—2RK+ﬂ+eC,J—2RL+04+€C)/

RY

dpAR(K7L) (t)

tI—I—J—‘rOc-f—,@—QRK—QRL+4ma$(RK,RL)

(1 + t2)5+€c

:Kr(J—QRK+ﬁ,J—QRL+a)/

m
L

(L4 t2)dpagx,)(t)

tI+J+Oé+,8—2RK—2RL+4m(lZ(RK,RL)

(1+122)°

=Kr(I —2Rkg+f3,J — 2R, + «) / dpayk,)(t)

R

= Ons5(5 fr, 57 fr).

Par conséquent, sur I'espace vectoriel Vect(S? fx)r >0, on a I'égalité suivante :

@a,ﬂ,é = @a,ﬁ,é—i-ec + ®a+ec,ﬁ+ec,5+ec-

Enfin, en ce qui concerne la condition de positivité (5), on doit montrer que la
multi-suite de formes sesquilinéaires © est de type positive. Soit = (Za56)ass UnE
multi-suite finie de vecteurs de Vect(S” fx )1 x>0. Grace a la propriété (*) sur les suites
d’entiers que nous utilisons, on peut trouver un multi-indice B positif tel que 'on
puisse écrire :

Taps = CapssS’ f5.

J>0
Avec cette représentation, on obtient ) 8ol 35 Outp prar 5+ (Ta,8.6: Tarpr ) QUi st
égal a :
e I J
Y Caporlap s Oarsprasie (S [, 5 )

o,B,6,a',5",6',1,J

= Z COC,B,(S,I Ca/7ﬁ/7§/7j KT(] — QRB + ﬁ + O/, J — 2RB + « + ﬁ,)
o,B3,6,a,6',6",1,J

tI+J+a+[3+a’+ﬁ’ —4Rp+4max(Rp,RB)
X / dpp(t)
R

(1+2)7+

m
= Z COC,B#S,I COC/,B/,(S/,J KT(I — QRB + ﬁ — J — QRB — O/ + ﬂ/)

o,B3,6,a,6',6',1,J
tI+J+a+B+a’+ﬁ’
X dpp(t
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: T +atp+a/ +5

= TP [+6-a] JiF—o
- /Rm Z Ca,8.6,1 Car, 3,87, /Tm u u’/+B O do(u)dpg(t)

+ a76’57al7ﬁl76/717‘]

tl+a+/8 I+0—a|2
=[S G e p(tda),
+

a,5,6,1

ol o est la mesure de LEBESGUE normalisée définie sur le Tore T™ (voir (3.3.33)).
Donc, on obtient :

Ao (D) 2% (1+[2)° @ waps, Y 2% (1+121") 7 @ waps) = 0.
a,3,0 a,3,0

En conclusion, on peut appliquer le théoreme 3.3.2. Ceci entraine que le multi-shift
a poids bilatéral est sous-normal.

(1) = (4i) Si S est un multi-opérateur sous-normal et si N est une extension normale
(commutative) de S, on a :

(SPfi, ST fi) = (NP fx, NP fr) = (NP .-  NJPENPL o NP fre ) fie)

_ / PP a2 AU (2 2) fic fic),

ou F est la mesure spectrale associée au multi-opérateur normal N. Et donc, si on
pose :

MK(T) = <E(¢_1(7—))fKa fK>>

pour chaque ensemble 7 de la tribu borélienne de R, ou ¢ a été donnée dans le
théoreme 3.4.3 (voir (i) = (77)). Comme conséquence, on obtient :

18" fill = [ e dntt)
R
pour chaque P > 0 ou toutes les mesures (i) sont des mesures positives. Enfin, on
doit prouver que ces mesures satisfont a la condition ().
Pour chaque multi-indice positif 3, on note par (I + N*N)~? le multi-opérateur
(I + NyNy)=Pr - (I + N2 N,,)™Pm) qui est bien défini puisque chaque opérateur
NI Nj est positif et que tous les opérateurs commutent. Par conséquent, on a :

(I +N*N) PSP fr, ST fi) = (NPN*(I + N*N)fx. fx)

tP t2P
/RT dT+op e / 1+ &P "

De plus, si P+ 2Ry — 2Rk > 0, on a (voir (3.4.7)) :
<(I 4 N*N)fﬁSPfK, SPfK> — <(I + N*N>fﬁsP+2RK/72RKfK/’ SP+2RK/72RKfK,>
— <N*P+2RK/*2RK (I + N*N)fﬁNP+2RK/72RK fK/’ fK’)

tP+2RK/ —2RK tp+2RK/72RK
/RT (1+1)r rr (1+1)°
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Donc la condition (%) est bien satisfaite pour cette famille de mesures. u

On donne maintenant un corollaire qui est un cas particulier important du théoreme
3.4.9 précédent. On prend juste comme multi-suite d’entiers qui vérifient la condition
(*) la multi-suite suivante (et sans doute la plus simple) :

(rl,kn oy Tmk, = K)KZO'

3.4.10 Corollaire : Soit H un espace de HILBERT séparable et soit (&, ...i. )iy, imez
une base orthonormale de H. Soit aussi S un multi-shift a poids bilatéral commutatif
non nécessairement borné défini sur Vect(&;, ..., ). Alors S est sous-normal si et seule-
ment si il existe une multi-suite (fux) k>0 de mesures positives a support dans R avec
des moments a tous les ordres telles que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

(i) |[S~2K+Pg | —/ tPdug(t), VP > 0.

RY

P+2(K'~K) P
(17) / —————dug(t) = / ———duk(t), pour chaque K et K' vérifiant
g (L+1)° g (L+1)°

P+2(K' —K)>0etP>0.

3.4.11 Remarques :

(1) Comme dans le cas des multi-shifts unilatéraux, on peut montrer que les condi-
tions () & (i74) du théoréme 3.4.9 impliquent les conditions de positivité a la ITO et
LUBIN.

(2) Toujours comme dans le cas des multi-shifts unilatéraux, on peut utiliser le
théoreme précédemment cité pour des produits tensoriels (algébriques) d’espaces de
HILBERT séparables en utilisant la méme identification.

(3) De plus, on peut remplacer les conditions (i7) et (i77) dans le théoreme 3.4.9
par des conditions sur les différents poids ()\l(f )zm)nzmj : savoir sils forment ou non
des multi-suites de moments de STIELTJES.

Chaque multi-shift a poids bilatéral est inversible sur Vect(&, .4, )iy, mimez. De
plus, on a S;(Vect(&;, ...4,,)) qui est égal a Vect(&, ...;,,). Donc, s'il existe un nombre
positif tel que I'on ait :

(3.4.12) N 2w >0,

chaque opérateur S; admet un inverse borné. Quite a multiplier par un réel positif,
I’hypothese de 'exemple 3.3.8 est satisfaite. Par conséquent, la sous-normalité de S
est équivalente & I'inégalité (iii) de la proposition de I'exemple 3.3.8.

Enfin, comme conséquence du théoreme 3.4.9, on obtient un résultat de 1989 pour
le cas d’un seul opérateur. On a juste a noter que la condition (%) n’est autre que la
notion de borne supérieure dans ce cas.

3.4.12 Corollaire : Soit S un shift a poids bilatéral (non nécessairement borné).
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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(1) S est sous-normal.

(i1) S (S f5, 87 i) 20, fo,, fu € Vect(€n)nez-
7,k=0

(iid) > (ST STRLY) >0,V fo,, fn € Veet(&n)nez.
4,k=0
(iv) Pour chaque suite a valeurs entiéres, (1 )k>0 vérifiant, supy(ry) = 400, on a :

+0o0
[S=2rtng |2 = / s (t), Yn > 0,
0

ot les (1x) k>0 sont des mesures positives ayant des moments a tous les ordres vérifiant
(xx) en respectant la suite (ry)g>o.

(v) Il existe une suite a valeurs entiéres, (ry)g>0 vérifiant, sup,(ry) = 400, on a :
+0o0
1§ 2rtngy |2 = / (1), ¥ > 0,
0

ot les (lg)k>0 sont des mesures positives avec des moments de tout ordre vérifiant (sx)
en respectant la suite (rg)g>o-

Démonstration.
Les équivalences (i) < (iv) < (v) proviennent du théoreme 3.4.9 et les équivalences
(1) & (ii) < (iii) sont données par le théoreme 5 de [St-Sz2]. u

3.4.13 Remarque : Si on choisit comme suite (ry) vérifiant la condition sup(ry) =
+o00 la plus simple (1 = k)g>0, on obtient comme conséquence du corollaire 3.4.12, un
résultat similaire a celui de J. STOCHEL et F.H.SZAFRANIEC (voir [St-Sz2], théoreme
5, équivalence (i) a (iv)). La solution dans [St-Sz2], valable pour un opérateur, ne
nécessite aucune condition du type (x%). On a imposé cette condition pour obtenir
une assertion valide pour un nombre arbitraire d’opérateurs. La question de savoir si
on peut supprimer cette condition (xx) en général, est ouverte.

A partir de maintenant et jusque la fin de cette section, nous allons nous employer
a donner des résultats sur la sous-normalité de shifts a poids formés a partir de shifts
unilatéraux sous-normaux et de leurs adjoints. Ceci nous permettra en particulier de
donner un nombre considérable d’exemples d’opérateurs sous-normaux. On achevera
cette partie en reprenant ’exemple multi-dimensionnel d’un opérateur classique qui
apparait souvent en Physique : L’opérateur de Création. Pour des résultats sur cet
opérateur dans le cas d’une seule variable, on peut se référer a [St-Sz|, [St-Sz2], [St-
Sz4] et [Ot].

3.4.14 Définition : Soit a un multi-indice strictement positif, 7" est dit un a-multi-
shift a poids défini sur D(T') = Vect(&)r>0 C ‘H (ot H est un espace de HILBERT
séparable et (£7)7>¢ une base orthonormée de cet espace) si on a :

(3413) 7_'1(51) = )\§j)€f+aj7 vI 2 07 j = 17 AU
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En particulier un (1,-- -, 1)-multi-shift & poids est un multi-shift unilatéral classique.
On dira qu'un a-multi-shift est commutatif si on a T;7; = T;T; sur D(T) = Vect(&r) >0
qui est un espace stable. Soit § < « (ﬁ € Z7'), on définit le multi-opérateur T 8] =
(Tl[ﬁl],---,Twm}) par la formule (j =1,---,m) :

Bj j
(3414> ,1—:’7[ J](£ﬂ+(a17"'7am)0¢) = A(ﬂj—&)—(al,~--,am)a£ﬁ+[(alv'”:am)"’ej]a’

sur l'espace de HILBERT séparable Hz qui est engendré par Vect(£sica)er - em>0- On
rappelle que si 'on a deux multi-indices A = (a1, -+, am) et B = (by, -+, by), on note
par le produit AB le multi-indice (a1by,- -, anby). On peut remarquer que chaque
multi-opérateur T est un multi-shift & poids unilatéral sur 'espace de HILBERT Hs.
Alors tout a-multi-shift & poids est somme orthogonale des multi-shifts 7%, 0 < 3 < a.
En fait, un a-multi-shift a poids permet de faire des sauts dans les indices de la base
orthonormale de plus de 1.

Si ()\Ef’)i%_,,,im)i17...72m>071 1,-m est une multi-suite. Pour chaque couple de multi-
. . .. ﬁ7 ,
indices positifs («a, 3) fixé, on 1u1 associe la multi-suite (A%, . )p) py.wpn>0 donnée

par les produits suivants (V01r la remarque 3.4.4 (1) pour une définition similaire) :
(3.4.15)

1 si plz...:pmzo
(m) ( (
‘)\OTTL",O,BWL 2>< |)\ m 0 /377L+Oém |2X PN ’)\ tn ,ﬂnl+(pm_1)a7n|2
X % o
1
’ 517(102 Dag+B2,.. |2>< P\ ‘2>< XM( ) |2

a1+61,(p2—1)az+G2, (p1—1D)a1+B1,,(Pm—1)m+Bm

si chaque composante de P est non nulle. Et si P a des zéros dans sa décomposition,

on ne fait apparaitre que les termes ou il n'y a pas de zéros comme ci-dessus (comme

dans la remarque 3.4.4 (1)). En particulier, si la multi-suite ()\g e Vit s S0=1, o

est la suite des poids d’'un multi-shift commutatif unilatéral, la sous-normalité revient
0,1 . .

a savoir si ()\p1 o 7pm)p17p27...7pm20 est une suite de moments de STIELTJES (ol 1 est le

multi-indice (1,---,1)).

3.4.15 Proposition : Soit T' un a-multi-shift commutatif a poids sur un espace de
HILBERT H munie d’une base orthonormale (&1)>0. Soient ()\gj))lzo;j:h..,m les poids
de T'. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) T est un a-multi-shift sous-normal.

(ii) T est sous-normal pour tout 3 vérifiant 0 < 8 < a.

(iii) Pour tout B vérifiant 0 < § < o, (N9)s0 est une suite de moments de
STIELTJES.

Démonstration.

(1) = (i1) Pour tout 3 vérifiant 0 < 3 < a, on a TV = T'|3,. Donc T est sous-
normal implique que chaque T 1'est également.

155



(i1) < (iii) Chaque T est un multi-shift & poids sur I'espace de HILBERT Hj. La
commutativité des T provient de celle de T 11 suffit d’utiliser le théoreme 3.3.2 et la
remarque 3.4.4 (1) du début de la section.

(17) = (i) Comme D(T') = Vect(&,ip,im)

>0, OIl & !

1,0 50m

(3.4.16) H= P Hp et T= P TV

0<f<a 0<pf<a

Et on a également D(T) = Py, D(TW). Si NV sont les extensions normales des
TV, alors N = Do<pea N 5] est une extension normale T. u

3.4.16 Théoreme : Soit T un a-multi-shift a poids, commutatif et sous-normal,
sur un espace de HILBERT séparable H munie d’une base orthonormale (&;)r>o. Soit
(5§j))120;j:17...,m une famille de nombres complexes. Si on note par ()\gj))lzo;jzl,...,m les
poids de T, soit W le multi-opérateur défini par :

(3.4.17) Wier =\ . j=1,---,m.

Alors W' est sous-normal si ((5?))[20;]-:1,...” vérifie les conditions suivantes :
(i) 5§j)5(k‘)

[fe; = 5§k)5(j) pour tout I > 0 et pour tout j,k=1,--- ,m.

I+6k

i) Il existe un multi-indice A > 0 tel que 6y pour I > A et 6 =0 si non.
i) Il exist lti-indice A > 0 tel que 67 # 0 I>Aetd? =0

(iii) 62" est une suite de moments de STIELTJES.

Démonstration.
Soit K I'espace de HILBERT séparable engendré par les vecteurs &; qui vérifient ¢; <
a; pour au moins un indice j € {1,---,m}. Alors, on a W; = O @ W} ou W' =
(Wi, -+ W) est un multi-shift & poids (commutatif grace a '’hypothese (i)) et ces
derniers sont : A A
SN T>0etj=1,---,m.

le multi-opérateur W’ est sous-normal si et seulement si (67 A7) /5 est une suite de
moments de STIELTJES. Comme T est sous-normal, (A)"") ;¢ est une suite de moments
de STIELTJES. Il en est donc de méme pour (A7"');=o. Par hypothese, (6771) ;50 en est
une aussi. Donc, par une propriété du produit de SCHUR, (5}4’1)\}4’1) >0 est aussi une
multi-suite de moments de STIELTJES, ce qui acheve la démonstration. En effet, si
N = (Ny,---,N,,) est une extension normale de W', les opérateurs Ox & N; sont
normaux, commutent et prolongent W. u

3.4.17 Définition : Soit R un multi-shift a poids, on dira que R vérifie la condition
(¢) si on a pour tout multi-indice positif I :

(0) R;(&r) = r@(‘f)&%ﬁ I = (i1, ,im); j=1,---,m.

On peut noter que tout multi-shift a poids vérifiant (o) est forcément commutatif. En
effet pour k£ # j, on a :

RiRi(&1) = P Ri€rve,) = 10108 e e, = RiRi(&1):
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Afin de simplifier les formules des multi-opérateurs, on posera pour 7' = (T3, --T},)
et pour tout couple («, 3) de multi-indices positifs :

T6ad) = (TP TP, Tan T,
(3.4.18)

T(exB) _ (T{”Tf’gl, oo TamT0m),
Bien évidemment, on a I’égalité 70> = T+ donc on peut noter ce multi-opérateur
sans ambiguité simplement 70**). De méme, on pose T = T(*0) = 7©) (en parti-
culier T = T'). On se donne alors une opération sur les multi-opérateurs : pour T et
R deux multi-opérateurs et pour des multi-indices positifs «, 3, d et €, on pose :

TERDRESS) (TP R Ry - T T B ).

De la méme maniere, on peut définir 7G5 RO+€)  Tlaxf) Rlxde) of T(axf) Rlo.xe)

3.4.18 Théoreme : Soient R et S deux multi-shifts a poids sous-normauz vérifiant la
condition (¢). Soit T un multi-shift a poids commutatif et sous-normal. Alors pour tout
multi-indice B > 0, les multi-opérateurs R SOT et TR SB) sont sous-normauz.

Démonstration.
cas 1) Soit W = (RI" STy, - R SOnT ), W est un multi-shift & poids :

W; (&) = w§])51+6j7
s () 40) () G .G ()
ou wI] = tIJ Sij+1 s Sijﬂaﬂ"ijﬂ - -TijJrﬂj
écrits correspondent aux opérateurs R, S et T). De plus, la commutativité de R, S et
T implique clairement celle de W. Enfin, on notera pour tout multi-indice positif I et
pour 7 =1,---,m:

(bien entendu les lettres désignant les poids

(3.4.19) g = sy ke x s Xy xcoxn

Alors q(l)’l est donné par la formule suivante : (toujours si I > 0, sinon il ne faut prendre
que les produits ou 'on a i; > 0)

1 1
|Q(()T?,o|2 X X |qg,q-qf?,im—1|2 X X |q((),i)2—l,--~,im—1|2 Xoeee X |qi(1)—1,-~~,im—1 ?
_ |81m)’2 |8(57:Ln)|2 ‘Tgm)|2 ‘74/(372)‘2
N = Y R M
[s¢m 2 s, 2 PR IR
: : : :
51" s P P i)
: ) : .
[s]2 s8R sl
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Si on fait le produit colonnes par colonnes, on obtient les produits suivants :

(3.4.20)
0,e1 0,em 0,e1 . 0,em 0,e1 . 0,em
StitDer " Slimt)em StiitBer " SlimtBmem o Tater T M limt Dem
X oo0 X X NEEE
0,1 0,e1 0,em 0,1
Sl 861 A S,Bm 7'1
,’,,0761 . Toyem
(i1+51)51 (im‘i‘ﬂ'm)em
0,6]_ 0,em
T/Bl T/Bm
Ceci n’est rien d’autre que :
30’1 80,1 700,1 TO,l
I T
(3.4.21) L 0 G e SV VL & i
0,1 Oer . Oem 0,1 Oer ,0em
51 561 SBim 1 "6, "B

Comme R et S sont tous les deux des multi-shifts sous-normaux, les multi-suites

St 30’1 r; ro’l
I+1 I+ I+1 I+
+ e s + R (N - sont toutes des
st /=0 T \ghe L 0em S \ g0 S st T\ pOe L 0em S g
1 = b1 J&i = 1 = B B =

multi-suites de moments de STIELTJES (voir le théoré;ne 3.3.2 et la remarque 3.4.4
(1)). On applique alors la propriété du produit de SCHUR sur les suites de moments
de STIELTJES pour conclure que (q(l)’l) 7>0 est une suite de moments de STIELTJES.
Toujours par un procédé identique, on obtient qu’il en est de méme pour (w?’l) >0
et donc le multi-opérateur W = (R SM'Ty, - R*Pm SBn T, ) est un multi-shift sous-
normal.

cas 2) Supposons maintenant que W = (Ty RSP ... T, R*PmSP) W est un
multi-shift a poids commutatif. Dans ce cas-ci, ces derniers valent :

G) _ ) () () ) 4 (4)
Quite a translater d’un indice, on est dans le premier cas. n

3.4.19 Corollaire : Soient R et S deux multi-shifts a poids sous-normaux (sur
un espace de HILBERT H) vérifiant la condition (). Soit T un a-multi-shift d poids
commutatif et sous-normal sur le méme espace H. Alors pour tout multi-indice positif
B, les multi-opérateurs R*P) ST et TREP)S@B) sont sous-normaud.

Démonstration.
Soit Hs l'espace de HILBERT engendré par les vecteurs (€54 na)m>0 (0 < «). On note
par Rs, S5 et Ty les restrictions de R(@®), §(@B) ot T(*F) respectivement & Hy. On a :

(3.4.23) ReD = P R, 8@V =P S, T = P T

0<é<a 0<6<a 0<6<a

R et S sont des a-multi-shifts, on utilise la méme décomposition :

R(a) = @ R(g et S(a) = @ S(s.

0<d<a 0<é<a
De plus, les (Rs)s et les (S5)s sont des 1-multi-shifts. On a également :

Réﬂ) = R5 et ggﬁ) = S(;.
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Donc, on obtient 1’égalité suivante :

(3.4.24) RUA ST = (] RSO,

<<

Puis, on applique le théoreme précédent 3.4.18 a chaque Rg*ﬁ )§§6 )T5 pour obtenir
la sous-normalité de ces multi-opérateurs (le fait que R et S vérifient la condition
(¢) implique qu'’il en est de méme pour leurs restrictions aux espaces Hs). Enfin, on
conclut sur la sous-normalité de R**?) ST en utilisant la proposition 3.4.15. C’est
la méme méthode pour les multi-opérateurs de la forme T R®*%) §(ef) u

Ce corollaire 3.4.19 peut, en fait, étre vu comme une version multi-opératorielle
du théoreme 1 de [St-Sz4]. Il n’est pas possible d’obtenir les quatre types d’opérateurs
(de I’énoncé du théoreme 1 de [St-Sz4]) dans le cas multi-dimensionnel & cause de
problemes de commutativité.

3.4.20 Corollaire : Soient a, (§ et et § des multi-indices plus grand que 1 tels que
chaque 0; divise B; (i = 1,---,m). Si R et S sont des a-multi-shifts a poids sous-
normaux vérifiant (o), et si T est un a-multi-shift a poids commutatif et sous-normal,
les multi-opérateurs R*PSBITO) ot TO REASB) sont sous-normauz également.

Démonstration.
On raisonne comme dans le corollaire précédent, soient H,. les espaces de HILBERT
engendrés par les vecteurs (€1 ara) >0 respectivement (0 < e < «). On note par R.,
S, et T, les restrictions de R, S et T respectivement a H.. Ces restrictions sont des
multi-shifts & poids. A nouveau, on a une représentation de la forme :

(3.4.25) R=@P R, S=P s.. T=P T
0<e<a 0<e<a 0<e<a

5)

Dans ces conditions, sur H., R. et S. sont des multi-shifts a poids et Tg( est un

0-multi-shift & poids. Et on a les décompositions suivantes :

RGA §B)(0) — @ Rt *B)S(ﬂ

0<e<a

TOR - P 1@ )

0<e<

(3.4.26)

La condition (¢) demandée dans I'hypothese nous permet alors d’appliquer le corollaire
précédent 3.4.19, d’autant plus que l'on a supposé que chaque §; divisait 5; (i =
1,-+-+,m). Enfin, on applique la proposition 3.4.15. [

Ce résultat peut étre vu comme une version multi-opératorielle du corollaire 1 de
[St-Sz4].

Nous allons maintenant donner un exemple concret sur lequel tous ces résultats
s’appliquent, c’est a dire un exemple de multi-shift & poids unilatéral qui vérifie la
condition (o).
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3.4.21 Exemple : On reprend 'exemple (le multi-shift de Création) 3.3.13. On a
déja remarqué que ce multi-opérateur était sous-normal. On peut en donner une autre
démonstration. on commence par rappeler que cet opérateur est en fait un multi-shift
a poids. Par les égalités 3.3.30, on obtient :

1y IV

(3.4.27) 1Al = 11(=2) " AvllP =pil e polV/™

V2

Or nous avons déja remarqué que la multi-suite (pi!- - P!/ )py o pm>0 Ctait une

multi-suite de moments de STIELTJES grace a la représentation 3.3.32. Et donc le
multi-opérateur A est sous-normal par le théoreme 3.4.3. De plus, comme

Aj(fp) = (=1/V2) fpse;,

le multi-opérateur A vérifie bien la condition (¢) et donc on peut lui appliquer le
théoreme 3.4.18. Ceci implique que les multi-opérateurs A®#8+1) et AACBH) sont
sous-normaux (ou les notations sont celles donnés par les formules (3.4.18) de la
définition 3.4.17), pour tout multi-indice positif 5. Enfin, le corollaire 3.4.19 nous
permet d’affirmer que les multi-opérateurs ACe8a8) A(@) et Al AGaBaB) gont sous-
normaux également, pour tout multi-indice positif j3.

160



Partie II1.5 Notions de minimalité d’extensions nor-
males et relations spectrales

Dans la partie III-3, nous avons donné plusieurs criteres de sous-normalité pour
des multi-opérateurs non bornés. Apres avoir utilisé ces criteres pour les multi-shifts a
poids, on va donner deux notions de minimalité (qui coincident dans le cas borné mais
pas dans le cas non borné, voir [St-Sz3| pour des exemples prouvant la différence). On
montre, en particulier, que I’extension créée pour donner un critere de sous-normalité
jointe au théoreme 3.3.2 (ainsi qu’au corollaire 3.3.4) peut étre vue comme minimale
dans un certain sens. Dans toute cette partie, S = (51, ..., Sp) sera un multi-opérateur
permutable sur un espace de HILBERT H (pour la définition de permutable, on peut se
référer a larticle [lo-Vas]).

Soit I un espace de HILBERT et soit N un opérateur normal de mesure spectrale
E. Soit M est un sous-espace vectoriel fermé de K. Alors on a l'équivalence (voir
le théoreme 13.33 de [Ru] ou lexercice 3 p.1257 de [Du-Schw]|) entre le fait que la
projection orthogonale Py de K sur M vérifie :

(3.5.1) PuN C NPy,

et le fait que la mesure spectrale commute avec cette projection orthogonale, ce qui
revient a dire que l'on a :

(3.5.2) PuE(r) = E(1)Pyv, V7 € Bor(C).
Si M vérifie I'une de ces conditions, il sera appelé « espace réduisant » 'opérateur N.

3.5.1 Définitions : Soit S = (51, -, S,,) un multi-opérateur sous-normal dans H et
soit N = (Ny,---, N,,) une extension normale de S (définie dans I’espace de HILBERT
Kn); N sera dite minimale de type spectral si le seul sous-espace fermé (contenant H)
de Kn réduisant chaque N; est Ky lui-méme.

Si T est une autre extension normale de S, on dira que N et T sont deux extensions
équivalentes modulo ‘H et on notera N =~ T mod(H) s’il existe une famille (Ui, -- -, U,,)
commutative d’opérateurs unitaires de Kr dans Ky telle que l'on ait :

Ux =z, Vo e H.
(3.5.3)
UT, = NU..
SionaU; =---=U,, = U, on dira que les multi-opérateurs N et T" sont égaux modulo

H (on notera N =T mod(H)).
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3.5.2 Remarque : Soit E la mesure spectrale jointe de I'extension normale N =
(Ny,--+,Ny,) de S. Posons :

(3.5.4) H[N] =Vect{E(o)f, fe€H, o€ Bor(Cm)}.

Alors, on a bien évidemment E(x)H[N] C H[N]|. De plus, si g L H[N], et si 7 et o
sont des ensembles boréliens, on obtient pour tout vecteur f de H :

(3.5.5) (E(o)f, E(1)g) = (E(T)E(0)f,g9) = (E(rNo)f,g) = 0.
Grace a 'égalité précédente, on peut montrer que H[N] réduit le multi-opérateur
normal N. En effet, si F; est la mesure spectrale de 'opérateur N; (i = 1,---,m) et si

f=fi+ f2 € H[N] & H[N]* on a pour tout borélien 7 de C :

:PH[N]E(~..CXT><C><...>f1+PH[N}E(...(CX7—X(CX...)f2
:PH[N]E("'CXTX(CX---)fl

=F(--Cx1txCx "')leEi(T)PH[N]fa

ol bien stir Py est la projection orthogonale de Ky sur H[N]. Par conséquent, on
en conclut que H[N] réduit le multi-opérateur N. On définit alors le multi-opérateur
Ng = (Ng1,- -+, Ngm) par :

(3.5.6) Nsif = Nif, Vf € D(Ng;) = D(N;) N H[N].

On remarque que Ng est une extension de S.

3.5.3 Proposition : Soit S un multi-opérateur sous-normal dans un espace de
HILBERT H. Soit N une extension normale de S dans Ky D H. Le multi-opérateur Ng
est normal. En particulier, toute extension normale N est minimale de type spectral si
et seulement si elle vérifie :

Ns = N.
Ceci implique que l'on ait : (Ng)s = Ng.

Démonstration.
Soit Py la projection orthogonale de K sur H[N]. On vient de remarquer que :

(3.5.7), PNEz‘(*>:Ei(*)PNu t=1,---,m

oules Fy, - - -, E,, sont les mesures spectrales associées aux opérateurs normaux Ny, - -+, N,,.

On pose alors F'(x) = Py E(*)|xn) qui est une mesure spectrale. De plus, on a :
PN/zidEi(z,Z)x = N,x = Ng,x, Vx € D(N;) NH[N].

Donc, on obtient :

Negs = / wdF(2,7),
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ce qui entraine que le multi-opérateur Ng est normal (et on a Ng; C N; pour i =
1,---,m). Si N est minimal de type spectral, on a par (3.5.7) Py = Px,. On en
conclut que Ky = H[N], c’est-a-dire que N = Ng.

Si M est un espace fermé réduisant N, on a PyE; = E;Py (i = 1,---,m). En
particulier, pour tout vecteur f de H, on a PyE;(x)f = E;(x)f. Donc pour tout
borélien o de C™, et pour tout f de H, on a Py E(o)f = E(0)f, ce qui entraine que
H[N] C M. u

3.5.4 Lemme : Si N =T mod(H), alors pour tout borélien o de C™, on a :
Er(o) = U 'Eyx(0)U,
ouU=U, =---=U, est donné par (3.5.3).
3.5.5 Proposition : Soit S un multi-opérateur sous-normal dans H. Supposons que

N et T soient deur extensions normales de S, égales modulo H. Alors N est minimale
de type spectral si et seulement si T' l’est aussi.

Démonstration.
Il faut et il suffit de montrer, grace a la proposition 3.5.3, que N = Ny si et seulement
si T = Tg. Si I'extension N est minimale, on a par (3.5.4) :

(3.5.8) H[N] =Vect{En(o)f, [f€H, o€ Bor(Cm)}

et D(N;) = D(N;) N H[N]. Mais, on a :

H[T] =Vect{Er(o)f, feH, o€ Bor(Cm)}

(3.5.9) =Vect{U'Ex(c)Uf, f€H, o€ Bor(Cm)}

=Vect{UEN(0)f, f€H, o€ Bor(Cm)}=U"H[N],

car l'opérateur U~! est borné inversible. De plus, comme UT; = N;U, on en déduit

D(T;) = U Y(D(N;)). On obtient alors :

D(T)NH[T] =U" (D(NZ-)> ol (H[N]) — U (D(Ni) N H[N])
(3.5.10)
= U (p(Ny)) = D(Ty).

Et donc, on obtient que T' = T. [

On vient de donner une premiere définition de minimalité grace aux projections
spectrales. Il existe une autre méthode (dans le cas borné) pour définir la minimalité
des extensions normales : on prend les itérés de ’adjoint d'une extension normale. Dans
le cas non borné, ces deux notions ne coincident pas, comme le prouvent STOCHEL et
SZAFRANIEC pour le cas d'un seul multi-opérateur (voir dans [St-Sz3] I'exemple 1 et
la remarque en bas de la page 114).
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3.5.6 Définition : Soit S un multi-opérateur de H. Soit D un sous-espace dense d’'un
espace de HILBERT H tel que D C D(Sy) N--- N D(S,,) et tel que D soit invariant
par chaque S; (j = 1,---,m) et tel que S|p soit sous-normal. Soit N une extension
normale de S|p. On pose :

(3.5.11) HA(N) = Vect{N*a:L‘, reD, o> 0}.

On notera par Vy 'espace vectoriel Vect{N*O‘x, r €D, a> O}. On peut noter que

les propriétés supposées pour D impliquent que D C D>°(N). En particulier, on peut
bien faire agir les itérés des adjoints (N7, ---, N}) sur I'espace vectoriel D puisque :

DIN*) = {z tel que / 2 2(dE (2, %)z, 7) < o0} = D(N®) 5 D.

En accord avec la définition donnée par STOCHEL et SZAFRANIEC pour un seul
opérateur, on définit le multi-opérateur Ny = (Na1,- -+, Nam) en posant :

(3.5.12) Naj = (Nj\VN) =1, m

En accord avec la dénomination donnée par STOCHEL et SZAFRANIEC, le multi-
opérateur Ny = (Na1, -+, Nam) sera appelé extension Minimale de Type Cyclique
associée a l’extension normale N, ou plus simplement MT'C'-extension.

3.5.7 Propriété : Soit S|p = (Si|p, -+, Sm|p) un multi-opérateur sous-normal, ot
D est un sous-espace dense invariant par les S; (i = 1,---,m). Supposons que S|p
admette une MTC-extension normale N, associée a une extension normale N de S.
Alors, on a :

Ha(N) = Hu(Na).

Ceci entraine en particulier I’égalité (Ny)a = Na.

Démonstration.
On sait que si T" est un opérateur normal dans H et si R est une extension normale de
T,onaT* = R*p) (voir le lemme 4.2 de [Vas3]). Donc, pour tout x € D C D(N,;),

on a N%r = N**z; ce qui implique le résultat demandé. [
3.5.8 Proposition : Soit S|p = (Si|p, -+, Sm|p) un multi-opérateur sous-normal, ot
D est un sous-espace dense invariant par les S; (i = 1,---,m). Alors S admet une

MTC-extension sous-normale.

Démonstration.
Soit N une extension normale de S et soit Ny = (Na1, -, Nam) sa MTC-extension
associée. Ona N, ; C N; (j =1,---,m) donc N, est également sous-normal. u

3.5.9 Remarque : Soient [V, ﬁa) et NV, ﬁb) deux MTC-extensions associées aux extensions
normales N, et N, de S|p, respectivement (ot D vérifie les conditions de la définition
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3.5.6). Alors, on peut relier N ﬁa) et N, ﬁb). Pour ce faire, on définit 'opérateur U par :

Ha(N,) — Ha(Ny)
U :

Nz — Ny%

On peut vérifier que U est une isométrie. En effet, si (z,), est une multi-suite finie
d’éléments de D, on a :

(3513) I NSl = Y (N, NP) = D (N, News).

a0 a,520 a,520

On en déduit que cette expression n’est autre que :

(3.5.14) > (874, 8%5) = || Y Ny®wall?,

a,20 a0

par un calcul similaire. On prolonge alors U a H,(N,) tout entier par continuité.
On en déduit que U est un opérateur unitaire de H,(N,) sur H,(Ny). Nous allons
maintenant prouver que les deux multi-opérateurs NV Ea) et N ib) sont égaux modulo H.
On commence par remarquer que Ul est I'identité sur H grace a la densité de D. Soit
maintenant un vecteur x € D(N,;) N Vect{N}*z,), a > 0, z, € D}. On a alors :

UNgiw =UNyi Yy Ni%za=UY» Ny*Sizq

a>0 a>0

=U> N*Nyito = > N;"Nyizo = NyiUs.

a>0 a>0

Maintenant si z € D(N,;)NHa(N,), il existe une suite (z,,),, dans D(N,;)NVect{ N}*z,), a >
0, z, € D} telle que z,, — = et N,;x, — N,;x. Par continuité, on a UN, ;x, —
UN, ;x. Or on vient de prouver que UN, ;x, = N,;Ux,. Donc les couples (Uzx,, N, ;Uzy,)s,
sont dans le graphe de 'opérateur N,; et convergent vers (Uz, UN, ;x). Comme cet
opérateur est fermé, il en découle que Ux € D(N,;) et UN, ;x = N, Uz, ce qui n'est
autre que l'inclusion UN,; C N, ;U. Pour I'inclusion inverse, c¢’est exactement la méme
technique qui s’applique.

On en déduit que deux MT C-extensions (sous-normales) d'un multi-opérateur S|p
sont égales modulo H.

3.5.10 Théoreme : Soit S|p = (Si|p, -, Sm|p) un multi-opérateur sous-normal,
ou D est un sous-espace dense invariant par les S; (i = 1,---,m). Supposons que
Slp admette une MTC-extension normale. Alors toute extension normale de S|p est
minimale de type spectral si et seulement si elle l'est de type cyclique.

Démonstration.
Soit N, une MTC-extension de S|p dans H,(/N) associée a I'extension normale N.
Montrons que cette extension est minimale de type cyclique. Par la remarque 3.5.9,
on sait que deux MTC-extensions sont égales modulo H. Donc si I'une est normale
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lautre 'est également. Il s’en suit que N, est un multi-opérateur normal. Soit F la
mesure spectrale de ce multi-opérateur et soit (N,)s son extension minimale de type
spectral associée. Grace a la proposition 3.5.7, on sait que H,a(N) = Hi(N4). On a
I'inclusion :
H[N.] C D(N4) C Ha(N).

En effet, H[N,] est engendré par les vecteurs de la forme E(x) f avec f € H et comme D
est dense dans H et que E(x) sont des projections, on peut trouver une suite de D(N,)
qui converge vers F(x)f. La seconde inclusion découle directement de la proposition
3.5.7. Soit g € Ha(N4) NH[N,]* et soit f € D, on a pour tout ensemble borélien o
de C™ E(o)f € H[N.]. Donc, on a (E(0)f,g) = 0. Ceci entraine :

(3.5.15) (N*f,g) = lim ZY(E(2)f,g) = 0.

M=eo Jnf|z; <M}

(on peut approximer la fontion z — Zz® par des fonctions en escalier). Donc g est
orthogonal & l'espace H,(N,) et donc g = 0 par la proposition 3.5.7. Par conséquent,
on a H,u(Ny) = H[N.], d’ou légalité Ny = (N,)s. Ceci signifie que N, est un multi-
opérateur minimal de type spectral.

Inversement, si T est une extension normale minimale de type spectral, soit T, la
MTC-extension sous-normale associée a T'. Alors, par la remarque précédente 3.5.9,
on sait que T, est normal (toutes les MTC-extensions sont égales modulo H et I'une
d’elle est normale par hypothese). Bien évidemment H C H,(7T'), montrons que H,(T')
réduit 7. Soit F' la mesure spectrale de T. Alors, on a :

F(r)Y T e =Y [ 2%dF(2,2)z, = » T F(7)za € Ha(T),
a>0 a>0YT a>0

voir [Du-Schw] page 1199, corollaire 7(d). Or on a F(7)z, € H car H C H,(T) et
F(7) est une projection orthogonale. Si g L H,(7T), on obtient :

) T2, F(7)g) = O _T™F(7)za,g) =0.

a>0 a>0

Comme pour la proposition 3.5.3, on en conclut que H,(7") réduit 7. Par minimalité
(de type spectral), on en conclut que H,(T') = H[T,] et donc T est minimal de type

cyclique. [ ]
3.5.11 Corollaire : Soit S|p = (Si|p, -+, Sm|p) un multi-opérateur sous-normal, ot
D est un sous-espace dense invariant par les S; (i = 1,---,m). Si S|p a au moins

une M'T'C-extension normale, toutes les extensions minimales de type spectrales sont
égales modulo 'H.

Démonstration.
En effet, dans ces conditions, minimalité de type cyclique et de type spectral coincident.
Or nous savons que deux extensions minimales de type cyclique sont égales modulo
‘H, ce qui prouve le corollaire. [
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Toujours en supposant que S|p admette une MTC-extension normale (qui est,
d’apres le théoreme 3.5.10, minimale de type spectrale) associée a I'opérateur normal
N, on peut donner explicitement I’extension minimale en fonction de la mesure spec-
trale jointe de N. En fait, on montre que cette extension n’est rien d’autre que celle
construite pour donner les conditions de sous-normalité dans la section III-3 (voir le
théoreme 3.3.2 et le corollaire 3.3.4).

3.5.12 Proposition : Soit S|p = (Si|p, -, Sm|p) un multi-opérateur sous-normal,
ot D est un sous-espace dense invariant par les S; (i =1,---,m). Supposons que S|p
admette une MTC-extension normale associée a un multi-opérateur normal. Alors
I’extension minimale est formée par les fermetures canoniques des multiplications par
21,y Zm dans F @ D.

Démonstration.
Si S|lp = (Si|lp,- -+, Sm|p) est sous-normal, Soit N une extension normale de S. On
note par H 4 'adhérence de 'espace vectoriel engendré par les éléments de la forme :

z%2P
3.5.16 _Zf  _E(z 2z, VreD.
(3510 o T
Bien évidemment H, (N) est inclus dans H 4. De plus, les fonctions (1+4|z|?) 7 sont des
fonctions continues bornées donc elles sont limites uniformes de fonctions en escalier.
Donc les éléments de la forme [, sdFE(Z, z)x (avec x € D) sont dans H,(N) =
H[N]. On en déduit que :

(1+|z|2

— ﬁ
(3.5.17) L ) ﬁdmz, 2z = / TP, 2) / (U4 ) B, 2)e,
est dans H,a(N) = H[N]; ceci revient a dire que H4 C H4(N) = H[N]. On identifie
enfin [ f(2)dE(z, z)x avec f @ x et N;j(1 ® ) = S;x pour obtenir le résultat désiré
(voir la démonstration du théoreme 3.3.2). n

Toute la fin de cette partie sera dédiée aux liens qui existent entre le spectre joint
de S et d’une extension minimale de type spectrale (ou de type cyclique). Certaines
affirmations sont évidentes mais afin d’étre complet, on les rappellera tout de méme.
Pour ce faire, on commence par rappeler quelques définitions.

Spectre ponctuel o, :

On rappelle que A = (A\y, -+, \,,) € C™ est dite valeur propre de S = (Sy,---,.S,,) s'il
existe un vecteur f (non nul) de H tel que S;f = \;f pour tout ¢ dans {1,---,m}.
Notons par 0, (S5) I'ensemble de toutes les valeurs propres de S (i.e., le spectre ponctuel
de S). Alors, avec les notations précédentes, nous avons de facon triviale :

(3.5.18) o,(S) C 0,(Ng) C 0,(N).
Bien sur, on a également les inclusions 0,(S) C 0,(Na) C 0,(N).

3.5.13 Proposition : Soit S un multi-opérateur sous-normal tel que N*,D(S;) soit
dense dans H. Soit N une extension normale de S. Si Ng est l’extension minimale de
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type spectral associée a N, nous avons :

A € a,(Ng) = ) € 0,(5%).

Démonstration.
Supposons que A ¢ 0,(5*), on a alors N, Ker(SF — \;) = {0}. Soit g € N, D(S;).
Si E est la mesure spectrale de Ng et P est la projection orthogonale de H[N] sur H,
bien évidemment, on a :

(N2, — MEY) = / (@ - MME( ) /{ R
(3.5.19)
_ / (5 - \)E(z,2) = 0.
=%}

Donc, pour tout f € H[N] et pour tout g € D(S;) (i =1,---,m), on obtient :

0=((Ng; = M)E{ANS.9) = (PE{AD S (Nsi — Ai)g) = (PE({AN S, (Si = N)g).

Donc la forme ¢(g) = (PE({{D})f, (S; — X\i)g) est continue sur D(S;), ce qui entraine
que PE({\})f € D(S;) et on a de plus :

((Sf = M)PE({ANf.9) =0.

Par densité, on obtient que (S} — \;)PE({\})f est nul. Comme nous avons supposé
que N, Ker(S; —\;) = {0}, on en déduit que PE({\})f = 0, pour tout f € H[N]. En
conclusion, la projection PE({\}) est nulle. Comme P et E({\}) sont deux projections
orthogonales, il en découle que E({\})P = 0. Par conséquent, pour tout f € H, on a :

[=EB(C")f=E{Nf+EC" = {A)f = E({\)Pf+ E(C" - {A})/,
car H est inclus dans H[N]. On en déduit que :
(3.5.20) f=EC"-{\})f, VfeH,

en particulier H C E(C™ — {\})H[N]. De plus cet espace réduit Ng (c’est le méme
calcul qu’au (3.5.5)). Par minimalité, on en déduit que E(C™ — {A\})H[N] = H[N].
Ceci entraine que E({\}) = 0. Si X était valeur propre associé au vecteur f # 0, on
aurait, pour tout i = 1,---,m, E;(\;))f = f et donc :

0=E{A)f =E({M}) - En{An})f = [
Ceci est impossible, ce qui revient & dire que A ¢ o,(Ng). |

Spectre joint d’approximation o, :

On dira que A = (Ay, -+, \;) est dans le spectre joint d’approximation de S (noté
o.(9)) s'il existe une suite de vecteurs (f,) dans D(S;)N---ND(S,,) de normes 1 telle
que :

(35.21) IS = ALl =0, i=1--.m.
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Si N est une extension normale de S, on a |[(S; — \) fl| = ||[(Ni — A\i) fp|| pour tout
entier ¢ = 1,---, m. Donc on a l'inclusion suivante :

(3.5.22) 0:(S) C o:(Ng) C o.(N).

Spectre joint de compression o, :

On dira que A = (Ag,--+,\;,) est dans le spectre joint de compression de S (noté
o,(5)) s'il existe une suite de vecteurs (f,) dans D(S7)N---ND(S},) de normes 1 telle
que :

En fait, nous avons 0,(S5) qui est le conjugué de 0,(5*). Si N est une extension normale
de S, on a :

(3.5.24) HNs = Xa) foll = [I(Ns = X0)" foll

pour tout entier ¢ = 1,---,m. De plus, I'égalité S} D Py N} |y implique :

(3.5.25) (Ns = M) foll = [1(Si = Xi)* ol V., € HOD(N).
Pour les opérateurs normaux, on a :

(3.5.26) 0,(Ns) = 0.(Ng) et 0,(N) = o(N).

Spectre joint de Taylor et de Dash :

Notre but est de donner des relations entre un multi-opérateur sous-normal et son
extension normale. Or, on sait que tout multi-opérateur sous-normal est permutable
(voir [Io-Vas]). Nous utiliserons donc la définition du spectre joint donné dans [Io-Vas]
pour de tels opérateurs (définition qui étend la notion de TAYLOR, voir [Tay|). Nous
nous limiterons au cas de deux opérateurs. On commence par quelques rappels. On a
la suite :

60 s
S,A S,A
0—X? — X! — X2—0.

(3.5.27)

ou XS = D(Slsg) N D(Sgsl), Xsl = D(SQ) D D(Sl) et X52 = H; et on définit les
opérateurs 07 , et 0, , par :

X0 - xt1
0 s s
(3.5.28) 05\ { r = (S1=AM)T®(S2 — \)x

X! — H
3.5.29 5. ‘
( ) ) { To @2y = (S1— A)ar — (52 — Ag)xo

On définit alors le spectre de TAYLOR de S (noté or(S)) par I'ensemble des couples
(A1, A2) dans la sphere de RIEMANN C = C U {oo} tels que la suite (3.5.27) ne soit
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pas exacte (voir les notations dans [lo-Vas|, en particulier on pose S; — oo = I). On
dira, dans ce cas, que Uopérateur (S — A) est singulier. On rappelle que o7(S) est un
compact dans C x C. Enfin, on notera par o¢(S) Uensemble o7(S)NC2. On definit p(S)
comme ’ensemble des couples (A1, A2) tels qu’il existe des éléments B; et By bornés
vérifiant B;S; C S;B;, B;B; = B;B, et :

(3.5.30) Bi(Sy — M) + Ba(Ss — ) = I sur D(S1) N D(Sy).

Alors, le spectre joint de DASH sera 'ensemble Spp(S) = C x C\ p(S) (voir [D],
en fait dans le cas borné, on définit le spectre de DASH comme étant les A\ vérifiant
(3.5.30) ou les (B;); sont dans le bi-commutant de S). Nous avons donné la définition
de Spp(S) dans le cas de bi-opérateurs car plusieurs propriétés seront données pour
des couples d’opérateurs. Mais, bien siir, on peut donner cette méme définition dans
le cas de m-uplet. Une premiere remarque est que, dans ce cas, Spp(S) C C™. Nous
utiliserons une méthode bien connue dans le théoréme suivant (voir [Hal2] et [Con]
pour le cas borné ainsi que [MDS] et [St-Sz3] pour I'utilisation de cette méthode dans
le cas non borné) :

3.5.14 Théoreme : Soit S|p un multi-opérateur sous-normal tel que D C N, D(S;)
soit dense dans H et invariant par les S; (i = 1,---,m). Soit N une extension normale
de S. Si Ng est l’extension minimale de type spectrale associée a N, nous avons :

SpD(NS) C SpD(S)

Démonstration.
Montrons que p(S) C p(Ng). 1l suffit de montrer que si 0 € p(S) alors 0 € p(Ng).
Soit Ey, la mesure spectrale associée a I’opérateur normal Ng. Il existe des opérateurs
bornés (vérifiant la condition de commutativité) tels que Y )", B;S; = I sur N7, D(S;).
Pour tout couple (h, f) dans Ky, x D, on a :
(3.5.31)

(B, )] = I(h, (1, BiS)P )l = [(h, Y BiiSi, -+ Bi, S, f)]
= > (mSi S, Biy - By, ) = D> (Ni,;, -+ N5, Bi, -+ By, f)]

p' * * 1 m
<X N N BB Bl

Tl ..

Soit g; > 0 et soit A. le polydisque de centre 0 et de multi-rayon (eq,---,¢&,,). Si
h € Eng(A:)Kng, on a :

| /
hpl < 3 e [l e o]

k1++km:p

[1Bal[* -+ | Bl [* | £1]-

170



Donc, on obtient :

! 1 m
(3532) k14 +km=p . m-

< SB[ + -+ -+ eml|[Bml)P 5]

I suffit de prendre (e1,- -+, &) tel que e1|[Bi]| + -+ + || Bn|| < 1 et on obtient par
passage a la limite sur p que (h, f) = 0 pour tout h dans En,(A.)Ky,. Donc, par den-
sité, on a l'inclusion H C En,(C™\A,)Kyg. De plus, il est clair que Ey, (C™\A,)Cn,
réduit Ey,. Par minimalité, nous obtenons que En,(C™\A,)Kyy = Kn,. Enfin pour
prouver que 0 ¢ Spp(Ng), il suffit de construire les opérateurs bornés de 1'égalité
(3.5.30). Dans ces conditions, on pose les opérateurs pour tout i = 1,---,m :

Z.
3.5.33 C, = i dEx.(Z, 2).
( ) cma, 212+t zm]? Ns(%:2)

On vérifie alors que l'on a :
q

m m z_lzz B .
(3.5.34) ZQNS,Z:Z/W\A P E— |2dENS(z,z):ENS((C \AL),
i=1 i=1 € m

qui est I'identité sur Ky, et donc sur H. De plus, on vérifie pour tout couple (i, j) €
{1,---,m}*:

ZiZi
3.5.35 C;Ng; = Ng,C; = i dEN.(Z, 2).
( ) S, S, cma, 212+ - + |z |? N (7 2)
Enfin pour la continuité des opérateurs (C;)i=1,...m :
(3.5.36)
el = | A dBnGEAI<| [ LdEnGo) < -
ill = N Z7Z ~ — N Z,Z ~ —.
Cm\A. |21|2 + .. 4 |Zm|2 s cmA, i s £

Enfin la commutativité des opérateurs (C;); provient directement des propriétes du
calcul fonctionnel. u

De la suite exacte (3.5.27), on peut donner les adjoints des opérateurs (3.5.28) et
(3.5.29) :

o { DSH®D(S;) — H
8, T @D i) (g (Sl — )\1)*$1 + (SQ — )\2)*$2

et
s D(S;)ND(S;) — HOH
SA) = —(Sy — X)) @ (ST — \)*x
Nous appliquons maintenant une méthode due a F.-H. VASILESCU (dans [Vas|) pour
le cas des opérateurs bornés pour obtenir le lemme suivant :

3.5.15 Lemme : Soit (51, 52) un bi-opérateur permutable tel que (S — \) = (S —
A1, S2 — Ag) est non singulier sur H. Alors les opérateurs C' = (S1 — A1) (S1 — A\)* +

171



(S2—=A2)(S2— A2)* et D = (S1— A1)*(S1— A1) + (S2 — A2)*(S2 — Aa) sont des bijections
fermées de D(S1S7) ND(S2535) sur H (respectivement de D(STS1) N'D(S5Ss) sur H ).

Démonstration.
Il suffit de prouver le lemme pour C. Supposons qu'il existe un z € D(S157) ND(S2.55)
tel que Cz = 0. Alors, on obtient :

—(Sy = X)) T ® (S; — M\ )z € Ker(6t,) = Im(61%5)*.
8, S,

Mais on a également — (S, — Ao)*z @ (S1 — A\1)*z € Im(8}%). On en déduit que —(Sy —
Ao)*x @ (S1 — A1)*x = 0. Donc, on a :

(3.5.37) (Sy — o)™z = (Si — A1)'z = 0.

Ceci implique que z € Ker(6,3) = Im(d;,)" = {0}, d’ou I'injectivité de I'opérateur
C. Supposons maintenant que y € H ; comme

(3.5.38) 55 [D(S2) @ D(Sy)] N Ker(d: )" —H

est un isomorphisme puisque la suite (3.5.27) est exacte, il existe yo @ y; tel que
y = 0i\(y2 ® y1). Comme g, @ yy est dans Ker(0;,)" = Im(d)3), il existe z dans
D(S5157) ND(5,5%) tel que 'on ait :

Enfin C est fermé car il admet un inverse borné. [ |

3.5.16 Remarque : C' et D sont donc deux opérateurs fermés, injectifs et a images
fermées (H tout entier) ; donc C~1 et D~! existent en tant qu’opérateurs continus sur

H.

3.5.17 Proposition : Si (S1,5) un bi-opérateur permutable tel que S;(D(S;)) C
D(S;), (i = 1,2) nous avons l'inclusion suivante :

o.(S)Uo,(S) C oc(9).

Démonstration.
Si (A1, A2) ¢ oc(S) est un couple de C%. La suite (3.5.27) est exacte. Supposons qu’il
existe une suite (xy ) d’éléments de D(S;)ND(S2) de normes 1 telle que ||(S;—\;)zk|| —
0 (i =1,2). On sait que D est une bijection de D(S751) ND(S5S52) dans H :

(S = N)aell? = (S5 — Xo)ww, (S — Ni)w)
(3.5.40)
= <(Sz - )\i)*(si - )\i)ﬂﬁk, xk)

Donc, [[(S1 = A1)xw|[* + [|(Se — A2)zk||> = (Dxg, 2). Ceci implique que (Duxy,, x1,) tend

vers 0. Si on pose z = D™y, on obtient que (yr, D™'y;) ot D! est un opérateur
borné positif. En notant D’ sa racine carrée positive, ||D'yx|| tend vers 0 et donc
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= D'(D'yy,) tend aussi vers 0 car D’ est continue. Ce qui contredit I'hypothese (car
||zi|| = 1) et donc (A1, A2) € 0.(95).

On utilise le méme procédé avec C' pour montrer que (A, A2) & 0,(.5). [

Dans la proposition 3.5.17, on fait '’hypothese que S;(D(S;)) € D(S)) (i = 1,2),
ceci est en particulier vérifié si on prend des opérateurs formellement normaux ayant
un domaine invariant.

De la méme maniere que 'on définit le spectre joint d’approximation de S, on
définit o7 (S) s'il existe une suite de vecteurs (f,) dans D(S7S1) N D(S5552) de normes
1 telle que :

(3.5.41) (i = X) fpll = 0, i=1,2.

Bien évidemment, nous avons o, (S) C o.(S).

3.5.18 Proposition : Si (S1,S2) un bi-opérateur permutable, nous avons l'inclusion :
o.(S) C Spp(S).
Si de plus le couple (S1,52) est normal, nous avons également :

Spp(S) C ol (S)Uoac(S).

Démonstration.
Soit A = (A1, A2) dans 0,(S) et supposons que A ¢ Spp(S), soit (), une suite dans
D(S1) ND(S,) telle que chaque vecteur soit de norme 1. Alors, on a :

2

(3.5.42) 1Y Bi(Si = M) | = ||l = 1.

=1

Donc, on obtient la contradiction suivante :
2

(3543) 1=11D_ Bi(S; = A)awl| < | BillI(St = M)l | + [ Ba] ||| (S2 = Ao)ai]| — 0.
i=1

Supposons maintenant que le couple (S, S3) soit normal et que A = (A1, A2) ne soit ni
dans o/ (S5) ni dans o¢(.S) et montrons que, dans ces conditions, A ne peut étre dans
Spp(S). Six € D(S;S1)ND(S5S,) et 871l vérifie Végalité 37 (S; — N;)*(Si — \i)z = 0,
cela implique que ||(S; — A)z|)* + ||(Se — A2)z||> = 0. Donc, on obtient que = €
Ker(S1 — M) N Ker(Sy — A2). Ceci implique que = = 0, car si ce n’était pas le cas,
on pourrait poser comme suite z = x/||z|| et donc A € o/ (S) (d’on la contradiction).
Donc l'opérateur D est un opérateur injectif, d’inverse borné par le lemme 3.5.15. Ceci
entraine :

(3.5.44)

Z1 — A\ —)\2
dE =M dE(2)(Sy — A
/ ’21 )\1|2—|— ’22—>\2|2 ( 1 / ’21 /\1’2_|_|22 )\2’2 (Z)( 2 2)

/1dE
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Les opérateurs ainsi définis sont bornés et commutent clairement avec (51, S2). Pour
la continuité des opérateurs, pour i = 1,2 :

Z— 0\ o\,
(3 T dEZ < T T
||/ |Zl_)\1|2+|22—>\2|2 ( )H B || An |21—)\1|2+|22—)\2|2

dE(z)]]

+
” Bu |21 — A1) 4 |22 — Ao?

dE(Z)]I,

ol les ensembles Ay et By sont respectivement {|z; — A\|? + |20 — Ao < M} et
{lz1 = Mi|? + |22 — X2|? > M}. Par conséquent, on obtient :

zi — A 1 /
(3.5.45) “/vram%H@—Awdm””SVij”*”ﬂ
ou M’ est une constante provenant du fait que la fonction est bornée sur I’ensemble
d’intégration de la seconde intégrale (C~! existe en tant qu’opérateur continu d’apres
le lemme 3.5.15).
Enfin, la commutativité de ces deux opérateurs bornés est une conséquence directe des
propriétés du calcul fonctionnel. [ ]

3.5.19 Théoréme : Soit N = (N1, Ny) un bi-opérateur normal tel que D(N1)ND(Ny)
soit invariant par les N; (i = 1,2). Alors, on a linclusion suivante :

oc(N) C oL (N).

Démonstration.
Supposons que A = (A1, A2) ne soit pas dans I'ensemble o/ (N) et montrons que la suite
(3.5.27) est exacte. Pour tout x € D(N;N2) N D(N2Ny), on a :

Opa 0 0% a (1) = Op (N1 = A1)z ® (Na — Ao)w)
(3.5.46)
= (N1 — A1) (Na — X2)w — (No — A2) (N1 — Ap)w = 0.

De plus, si 6%, n’est pas injectif, il existe un x dans D(NyNy) N D(NoNp)\{0} tel
que (N7 — A)x = (Ny — Ay)x = 0. Alors, en utilisant la suite normée et constante
(xx = z/||z||)r qui est dans D(Ny) N D(Ny) C D(N;N;) N D(NoN3) par hypothese
d’invariance, on obtient que A € o/ (N).

Maintenant, comme A ¢ ol (N), il n'existe pas de suite (z5) de norme 1 telle
/(N1 — Ap)zi]| — 0 et [[(N2 — Ag)zg|| — 0. Pour alléger les notations, on prendra
A = 0. Dans ces conditions, pour tout € D(N;N;) N D(N5Ns) de norme 1,

2 2
.. 1 i )
(3.5.47) |Nvz||? + || Noz|[2 > e > 0

(sinon on pourrait construire une suite qui impliquerait que A € o/ (N)). Donc pour
tout x € D(NyN;) N D(N3N3), on a :

(3.5.48) 1Nl + [ Naal = elfe]? > 0.
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Soit M = NN+ Nj Ns, cet opérateur est auto-adjoint, positif et injectif (par (3.5.48)).
Pour vérifier qu’il est auto-adjoint, on utilise le fait qu’il s’écrive comme somme de deux
opérateurs positifs pour obtenir la représentation :

M = / ] + |PdE(2).

ou FE est la mesure spectrale du bi-opérateur normal (Ni, N3). Comme la fonction
intégrée est réelle, I'opérateur est bien auto-adjoint. Il admet donc un inverse M ! de
Im(M) sur D(M). Pour tout y € Im(M), on a :

) 1
(3.5.49) 1Myl < Iyl

cela provient de I’égalité suivante :
M7yl Yl > (M Yy, y) = [Nyl 2+ [[INe Myl 2 > e [M Tyl

Donc, l'opérateur M~! est continu sur I'm(M), ceci implique que I'm(M) est fermé :
en effet, si y, € Im(M) converge vers y, on écrit y, = Mxy avec x € D(M). on a
x, = M~ 'y, — M~y (on note M~! et son extension par continuité & 'adhérence
de I'm(M)). Donc les couples du graphe (zy,yx) convergent vers (M ~'y,y) qui est
dans le graphe de M car 'opérateur est fermé (auto-adjoint). En particulier, on a bien
y € Im(M).

Soit maintenant x € Ker(M*) = Ker(M),

(3.5.50) 0 = (N{ Ny + Ny Noz, z) = || Ny2||* + || Noz| |2

Donc on a Nyz = Nox = 0. On en conclut que z = 0 (en effet si x # 0, avec une suite
(xr = x/||x||)k, on aurait 0 € o/ (N); ce qui contredit I'hypothese faite). Mais alors,
on obtient :

(3.5.51) {0} = Ker(M*) = (Im(M))*.

Donc Im(M) est fermé et dense dans H. Dans ces conditions, pour tout f € H, il
existe un élément x dans D(N;N;) N D(N;N,), tel que :

(3.5.52) f =Mz = NNz + NjyNyz = Ni(Njx) — Ny(—Njz).

En conclusion, f € Im(dy,). Et par conséquent Im(dy,) = H. On en conclut que
0 ¢ oc(NV), ce qui acheve la preuve. |

3.5.20 Corollaire : Soit N = (N, Na) un bi-opérateur normal tel que D(Ny)ND(N3)
soit invariant par les N; (i = 1,2). Alors, on a les égalités suivantes :

o (N) =0,(N) = Spp(N) = oc(N).

Démonstration.
I1 suffit d’utiliser toutes les inclusions démontrées précédemment. n
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Ce corollaire est une extension du théoreme 2 de M. CHO et M. TAKAGUCHI (voir
[C-T}], voir également [S-Z]) ou I'on montre dans le cas de multi-opérateurs normaux
bornés que le spectre joint de DASH et le spectre joint de TAYLOR sont les mémes.
Nous utilisons des méthodes différentes puisqu’ici nous traitons le cas non-borné. En
particulier si NV est une extension normale de S, on a les relations suivantes :

(3553) O'((:(NS) = 0';(]\75) = O'W(NS) = SpD(Ns) C SpD(S)

On peut noter que 1’égalité entre plusieurs spectres classiques avec le spectre de Taylor
pour des multi-opérateurs bornés avait déja été obtenu par E. ALBRECHT dans [All]
et [Al-Fru]. I’égalité entre le spectre de Taylor et le spectre joint d’approximation a
également été prouvée dans [Al2] pour une situation plus générale (mais toujours pour
des familles d’opérateurs bornés).

Spectre continu et spectre résiduel pour des bi-opérateurs permutables.
Notre but de cette partie est de donner une définition et quelques propriétés du spectre
continu et spectre résiduel pour des bi-opérateurs permutables.

3.5.21 Définition : Soit T' = (7}, T3) un bi-opérateur permutable. Le spectre continu
(noté o.(T')) sera I'ensemble des X tels que 03, est injectif et Im(dy ) est un sous
espace propre et dense dans H. Enfin, on définit le spectre résiduel (noté o,(7")) comme
étant ’ensemble des A tels que (59\,7 ) est injectif et 1 m(é}\ﬂ ,) est un sous-espace non dense
dans H. Dans ces conditions, on vérifie que :

(3.5.54) o(T)=0,(T)Uo.(T)Uo.(T).

3.5.22 Remarque : Si on a un seul opérateur N, K er(é?vy)\) est non nul si A est
valeur propre de N. Dans ce méme cas, 5]1\,7)\ = N — ), donc la définition du spectre
continu et du spectre résiduel correspond a la définition bien connue. Notre définition
étend donc les définitions classiques des différents spectres au cas des bi-opérateurs
permutables.

3.5.23 Lemme : Soit T = (T1,T3) un bi-opérateur tel que chaque composante T;
(1 =1,2) soit hyponormale (fermée) a domaine dense. Alors on a

D(‘S%“**,,\) X D((Szl“t,A) - D(él*,x)

Vo € DT ), o A, 2)l| < (672 A ()],

(3.5.55) et
D@:(}’,,\) X D((S%,\> - D(é%k,\)
Ve € D(67,,), |07 (x @ 2)[| < 167\ (2)]]-
Démonstration.
On a:

(3.5.56) D(67=,)> = D(I5*)®D(Ty*) = D(Tz) ®D(T1) C D(T5)®D(T}) = D(67- 5)-
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De plus, pour tout = € D(6%§7A), on a :
(3.5.57) _ _
07« A(@, )| < (T7 = M)z — (T3 = Ao)al| < [[(Ty — A)*af| + [[(T2 — Ao) "]

< T = Azl + [(Te = Xo)al| = (167 A ()],

On a également :
(3.5.58)
D(67.,)° C [D(TWTy) N D(TTh)]* € D(Th) ® D(T») € D(Ty) @ D(Ty) = D(675)-

De plus, pour tout 2 € D(d3. ) :
1075 (x @ z)|| < |[(Th — M)z + (To — Ao)* ]|
(3.5.59) < (T = M) ]|+ [[(To — Ag) ]
< (T = M)zl + [[(To = Ao)z|| = [|67\(@)]]-
]

3.5.24 Propriété : Soit T = (T1,T3) un bi-opérateur tel que chaque opérateur T;
(i = 1,2) soit hyponormal (et fermé) et tel que D(Ty) N D(Tz) soit dense dans H et
invariant par chaque T;. Alors, on a :

o (T*) = 0.

Démonstration.
Siona A€ o,(T%), ona Ker(dp: ,) = Im(d}. ,)= # {0}. Soit 2 un vecteur non nul de
Ker(dr: ), alors on a x € Ker(d] ;) car :

0=—(T5 —X)'2® (T7 — M)z = —(Ty — M)z @ (T — M)z

Grace au lemme précédent, on obtient que (z,z) € K er(ég*x). D’ou, on obtient ’égalité
suivante : 7

(3.5.60) (Ty — \)*z + (T, — Xo)*z = 0,
ce qui implique également :

Mais si @ € Ker(dr: ), par le lemme précédent on a (z,2) € Ker(dy. ), et donc on
obtient :

(3.5.62) (TF = M\)x — (T — o)z = 0.
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Grace aux égalités (3.5.61) et (3.5.62), on obtient que (17 — \)x = (Ty — A2)x = 0.
Ceci entraine que A € 0,(7*), ce qui est impossible puisque nous avions supposé que
A € 0,.(T"); et donc on a bien que :

(3.5.63) o (T*) = 0.

3.5.25 Remarques

(1) Ceci est valable, en particulier, pour tout opérateur normal (pour leurs adjoints
s’ils commutent entre eux) et pour tout opérateur sous-normal commutatif.

(2) On obtient un résultat de [St-Sz3] sur le spectre résiduel dans le cas d’un seul
opérateur.
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Probleme des moments multi-dimensionnel et sous-normalité jointe.

Résumé : On s’intéresse au probleme multi-dimensionnel des moments sur des en-
sembles compacts arbitraires ou juste fermés (non bornés) par le biais de méthodes
d’extensions d’opérateurs symétriques. Les résultats obtenus permettent, en autres,
de donner des représentations de polynomes positifs sur des sous-ensembles de R™.
On donne également des réponses aux versions opératorielles de ces problemes des
moments. Celles-ci permettent d’obtenir plusieurs criteres de sous-normalité jointe
(en particulier pour des multi-opérateurs non bornés a domaine dense invariant) et
d’hyponormalité. Ces criteres sont alors appliqués a certains opérateurs particuliers
comme les multi-shifts a poids unilatéraux et bilatéraux. Enfin, on donne deux notions
différentes de minimalité d’extension normale ainsi que des relations spectrales entre
ces extensions et le multi-opérateur sous-normal.

Multi-dimensional moment problem and joint subnormality.

Abstract : We are interested in multi-dimensional moment problem on arbitrary com-
pact sets and unbounded sets via extension methods of symmetric operators. The
results allow us, for example, to obtain representations of polynomials which are non-
negative on subsets of R™. Moreover, we give solutions of the so-called operator moment
problems. These solutions allow us to give several criterions of joint subnormality (par-
ticularily for unbounded multi-operators) and joint hyponormality. These criterions are
applied to certain classes of operators, as for example unbounded weighted unilateral
and bilateral multi-shifts. At last, we give two notions of minimality of normal exten-
sion for unbounded subnormal multi-operators and some spectral relations between
these kinds of extensions and the subnormal multi-operator.

Mots clés : Moment problem ; unbounded multi-operator; subnormality ; hyponor-
mality ; weighted shifts; polynomial representations; functionnal calculus; joint spec-
trum.

Classification A.M.S. : 44A60; 47A13; 47B20; 47B25; 4TA57; 47B37; 26Cxx.
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